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I 数学教育の現代化と論理指導

(1) 数学教育の現代化

数学教育現代化の根源は,現代数学の飛躍的な発展と科学技術のめざましい進歩にあるといわれ
ている。現代数学の著しい発展によって,数学に依存する分野が,科学技術や自然 科 学 のみなら
ず,行政,産業,社会科学など多くの分野に拡大された。とくに,電子計算機の開発は、各分野に
おける記号的定式化の開拓と相まって,今まで適用不可能であったあらゆる分野に,数学の適用を
可能にしている。また,電子計算機の開発,オ ー トメーションの普及で象徴される科学技術の進歩
は, このような事態に即応できる多くの人材の育成を要請している。この人材養成の基礎として数

学教育の革新が問題にされ,さ らに数学の適用範囲の著しい拡大が,学校数学における指導内容の

質的再検討の必要性をひき起している。

また,現代数学は,前世紀から今世紀にかけて近世数学の殻から脱皮し,その性格を一新 して著
しい発展を遂げた。その結果,古典数学に基礎をおく教育数学と現代数学との間に, どうにもなら
ないほどの大きなギャップが生じた。ここにも,数学教育現代化の強い要請がある。
このような背景のもとに,教育の変革が要請されているが, これは単に現代社会からの要求とい

う一面的なものとして考えるべきでない。それは,現代の社会にいおいて

① 科学を獲得しなければ, 自己の存在を検証 し得ないという現代の人間の要求
② すべての人間を技術革新にのみこまずにはおかない現代の社会の要求
の二重の要求つとして考えるべきであろう。欧米における数学教育現代化の発想は,上位50%の た
めのカリキユラムとか,優秀児教育など,②の要請に重点をおいているように思われる。教育は,
社会の要請に対応して変革されるのは当然であるが,その際に,①の声なき要請を無視したり,考
慮の外におくことは許されない。

数学教育においては,生徒の能力差という大きな障害があり, これにいかに対拠するかが数学教
育における大きな問題となっている。そして,その対拠策として,能力差に応じたクラス編成やカ
リキユラム編成が考えられている。 しかし,た とえ画一的なカリキユラム編成が不可能であるとし
ても, コースによって将来が閉ざされたり,著 しく不利になるような,袋小路的コース編成,カ リ
キユラム編成は絶対に許されるべきものでない。すべての生徒が将来の社会において自己の存在を

確保できるように,教育課程の編成を考えなければならない。すなわち,数学教育の現代化も創造
性の開発も,限 られた英才について問題にするのでなく,一般のすべての生徒に対して,等 しく考
えていくべき問題であろう。
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(2)現 代 人 と 論 理

経済・科学・技術の進歩は,それを支える情報の膨大な累積を生じ,それを適切に処理すること

が,現代および将来の社会に生きる人々にとって,必要欠 くバからざるものになってきている。そ

して,その情報処理の働きとしての論理と数学,と くに論理の科学としての記号論理学の知識を有

効に生かす必要がますます増大している。
2)

また,社会人の学習においても,学校教育における学習においても,科学技術の発展,学問の進

歩に伴なう情報の累積,学習内容の増大は,実質的にあまり向上のない人間の学習能力,記憶能力

を圧倒している。この現象は今後ますます顕著となるであろう。このような事態における学習は,

一般化による統一的・統合的学習や体系化による組織的学習によって,そ の学習の効率化を図らな

ければならない。学習の効率化は, この「一般化による統合的学習」,「体系化による組織的学習

」によるべきことを,N.Bourbakiは 数学の現代的再建である「数学原論」を通して例証 している

しり,ま た,J・ S・ Bruncrは 「教育の過程 !でそれを示唆している
4)。 この一般化による統合的学

習には,一般化できる能力,すなわち抽象化の考え,帰納・類比的考えなど発見的論理が重要な役

割を果す。また,体系化による組織的学習には,体系化するための演繹的推論能力が要求されるで

あろう。このように,学習の効率化を図る上でも,論理は重要な役割を果たす。
さらに,電子計算機の進歩と計算数学やサイバネティクスの発達によって,人間の頭脳的労働の

領域で,機械がことごとく人間にとって代り,人間の能力を凌いでいる。とりわけ,絶大な記憶能

力,高速計算能力,人間の理性では理解しがたい自然や社会現象の解析能力においては, とても人

間が電子計算機に太刀打ちできない。このような現状から将来を想像すると,最も素朴な機械的な

作業を人間がやり,頭脳的な作業を機械がやるという皮肉な図が想定される。ここに,将来人間が

機械に隷属することなく,機械に対して優位に立ち,人間らしく生きるための条件が問題となる。

人間が機械に対して優位に立てる頭脳的活動は,その過程が一定の算法で定式化できない創造活動

であるといわれている
5)。
それゆえ,人間性の確保のためにも,今後の教育では,創造性の開発が

ますます重要な課題となるであろう。したがって,数学教育の現代化においても,創造性と密接な

関連をもつ発見的論理の指導が重視されなければならない。

(3) 論理指導の必要性について

各国の数学教育現代化の動きの中で,論理指導の重要性が叫ばれているが,それは,(2)で述べた

現代における論理の意義を反映しいてると考える。我国においても,今年 4月 ,中学校の新学習指

導要領が発表され,その中で,新 しい領域「集合と論理」を設けて,論理指導を意識的に行なう構

えを見せている。おそらく,現在着手されている高等学校の学習指導要領改訂案においては,記号

論理の初歩が導入されるであろう。

数学で論理を重んずるのは当然のことで,現行学習指導要領においても,中学校では図形教材を

中心として演繹的論証,帰納・類比の恩考を強調 しており,ま た高等学校においては,と くに「数

学と論証」という項目を設けて,体系的に論理を進める方法を休得させようとしている。

さて,こ の教育課程のもとでの成果はどのようなものであったか。著者の中学生,高校生を対象

とする形式的推論力の調査
6)に よれば ,
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① 定理の逆・裏を推論の根拠にしたり,ま た常識的判断に支配されて誤まった推論を発見でき
ない者が多い。

② 形式的推論力は学年が進むにつれてそれほど伸びていない。また,論証指導による成果がみ
られるほどには,顕著な上昇を示さない。
③ また,中学生でも,集合など論理に関係する教材を指導すると,そのような指導を受けなか
った高校生より論理性が確かになる。

が指摘された。また,仲田氏の調査7)|こぉぃても①と同様のことが,中島氏の調査
8)で
は②と,同

様のことが指摘されている。

従来の数学教育においては,論理的思考を養う教材として,ギ リシヤ以来の伝統もあり,専ら幾

何教材が主役を果すものと考えられてきた。その結果,幾何教材は論理的恩力の練成と図形の性質
の探究という2重の目標を負わされ,こ の過重負担が中学校における論証指導を困難なものとし,

結局論理的思考の練成 という目標が十分達成できず, 上記の調査が示すような結 果 になったと考

えられる。遠山氏も「論理的な思考を養うのに幾何教育はあまり成巧していない。幾何教育の中に

は発見の論理を養う素材が多く見られるが,幾何教材が検証の論理を養うのに適しているとは思わ

れない。むしろ,幾何教育は図形もしくは空間の性質を研究するという目標を主とし,論理的思考

は論理的思考として,別途意識的に教育するべきである。」。)と述べている。

また,高等学校における「数学と論証」においては,学習指導要領における指示が,単に,大き

な項目とわずかな用語をあげただけで,どんな教材で,どんな方法で実践し,ど こまで指導するか

が明示されていない。このことが,実践段階において,種々の教科書を生んで統一性を欠き,現場
の教育に混乱をきたしている。結局,教育現場においては,「数学と論証」は継子扱いにされ,そ
の指導は形骸化している。

さきに述べたように,現行指導要領においても,論理の重要性を認め,その育成・練成を目標と

しながら,その成果が得られなかったのはなぜか。それは,上記のように,論理的恩考の育成とい

う目標と他の目標とを抱合わしたこと,と いうよりむしろ,他の目標達成の途上に用具的に日常的

な論理的思考を持ち込んだ指導に終ったということであろう。さらに,高等学校における「数学と

論証」では,精神だけを掲げ,内容を与えなかったことが,初期の目標が達成できなかった大きな

原因と考えられる。

線)で述べたように,現代人にとって論理は不可欠なものになっている。今後の数学教育において

は,ますます論理指導が重要視されるであろう。そこでの論理指導は,従来のような目標の抱合わ
せや精神主義でなく,論理を正面から取り上げ,各発達段階に応じた論理指導を,意識的に,組織

的に行なう必要があると考える。
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Ⅱ 発見の論理と論証の論理*

一つの立言がなされたとき,それに対して二つの問いが生ずる。
① この立言がどのようにして思いつかれたか ?
② この立言を真として受け入れる根拠は何か ?
第一の問いは発見についての問いであり,第二の問いは根拠づけについての問いである。この第一
の問いに対して説明される推論方法,思考過程,心理的働きが,「発見の論理」に関することがら
であり,第二の問いに対して説明される推論方法,思考過程が論証の論理すなわち「演繹的論理」
である。論理あるいは論理的という言葉は広い意味と狭い意味に用いられる。論理の狭い意味は,

上記②の問いに対するような演繹的論理を指すもので,その典型としていわゆる三段論法があげら
れる。記号論理はこの演繹的論理を対象とする。また,広い意味での論理は,第一の問いに対する
発見の論理をも合め,人間が有効に推論を進める場合にしたがう方式一般を包括している。
演繹的論理による推論は絶対厳密で,争う余地がなく,最終的なものである。一方,発見の論理
における推論は,蓋然的で,争う余地があり,暫定的なものである。・。)しかし,発見的論理は,
その蓋然性の代りに,演繹的論理では得られない新しい判断や推測を導入する,極めて生産的な面
をもっている。この発見的論理の典型として,帰納・類比の論理があるが, これらは数学教育にお
いても重要視すべき論理である。

一般的に,演繹は一般から特殊を導く推論であり,帰納は特殊から一般を推測する論理であり,
類比は類似性に注目して特殊から特殊を類推する論理であるといわれているが,これらをもう少し
質的に検討し,比較してみよう。

仰)演繹 すべての哺乳動物は心臓をもつ。
すべての馬は哺乳動物である。

∴ すべての馬は心臓をもつ。

い)帰納 いままで観察されたすべての馬は心臓をもっていた。
∴ すべての馬は心臓をもつ。

(C)類比 すべての馬は心臓をもつ。
ろばと馬は類似している。

∴ すべてのろばは心臓をもつ。

上記の例は,演繹,帰納,類比における,それぞれ正しい,素朴な推論の例である。この例から
もわかるように,演繹,帰納,類比を弁別する基本的な特徴がある。
伸)演繹
(■ )すべての前提が真であれば,結論は必らず真でなければならない。
(I)結論の中にある情報あるいは事実的内容は,すべて前提の中に港在的に合まれている。
(bl 帰納

半)w.ct SalmOn,「 論理学」,培風館 (1967)を参考にした。
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(I)すべての前提が真であれば,結論はおそらく真であろう。 (しかし,必然的に真であるとは
いえない。)

(正 )結論は,前提には暗々裡にも存在 しない新しい情報,事実的内容をも合む。

(C)類比

(I)すべての前提が真であれば,結論はおそらく真であろう。 (しかし,必然的に真であるとは
いえない。)

(正 )結論は,前提には暗々裡にも存在しない新 しい情報,事実的内容を合む。

特徴 (I)は 自明であるから, ここでは特徴 (Ⅱ )について述べる。仰)の演繹の結論は,すべて
の馬力淋 臓をもつことを主張しているが,こ れは,実質的には,前提の中で既に述べられているこ

とを主張しているにすぎない。第一前提では,すべての哺乳動物が,ぷ臓をもっていることを述べ ,

第二の前提において,その哺乳動物の中にすべての馬が含まれていることを 述 べ て いる。すなわ

ち,前提の中に既に与えられている情報をすこし明確に述べ,与えられた情報を再定式化したにす
ぎない。価)の帰納的推論においては,その前提の情報は,い ままで観察された馬だけを対象とし,
結論の情報は未だ観察されていない馬をも対象としている。すなわち,その結論は,前提で与えら
れていない新 しい情報をも合んでいる。また,(C)の類比的推論においては,前提には全 く合まれて
いない新 しい情報「すべてのろばは心臓をもつ」を導いている。

演繹的推論は,そ の推論方法が論理的に正しければ,前提は結論を完全に裏づけるが,前提の内
容を明確にするだけで,実質的に新 しい情報を与えない。一方,帰納,類比などの発見的推論は,
真実性に度合が存在し,その度合は前提が結論に与える裏づけの大きさ,すなわち帰納の妥当性・

関係の類似性などに依存する。しかし,発見的推論による結論は,前提に合まれない新 しい情報 ,

事実内容を与える。すなわち,演繹的論理は,前提の内容の拡大を犠牲として必然性を確保し,一
方,発見的論理は,必然性を犠牲にして前提の内容の拡大を図っている,と いえる。
このように,演繹的論理と発見的論理は別途の働きをもつ。演繹的論理は前提の内容を引確にす
るために使用され,帰納や類比などの発見的論理は,知識を拡大するために使用される。
たとえば,数学における論証は演繹的である。定理は公理を基礎として演繹的に証明される。定
理の内容は,既に公理や定義の中で暗々裡に与えられているが, この内容は公理の中では完全に明

瞭なものになっていない。演繹的論理は,定理の証明という形で,こ のような公理の中に埋蔵され

ている内容を明るみに出すものである。

一方,帰納や類比の論理は,与えられた情報や前提にない新しい内容をもつ結論を引き出すもの

で,それは実に創造的,生産的である。自然科学者の法則発見,数学者の定理や証明法の発見など

は,こ の論理による場合が多い。しかし,帰納や類比の論理で得られる結論の真実性は蓋然的であ

り,その真実性の保証は演繹的論理にまたなければならない。

Ⅲ 帰 納 的 論 理

(1) 帰納的推論の特質

帰納は観察から始まる。実験,実測,単純数え上げ,などを通して適切な観察資料を集め,それ
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らを比較,考察して,そ こにある断片的な規則性に注意し,そ して散り散りになった部分から一見

まとまった全体を構築する。これが帰納的推論の過程である。

この帰納的推論において最も重要なことは,かたよらない観察と規則性の抽出である。かたよっ

た観察や過小規模の観察は,全体のもつ規則性を十分反映しない。また,規則性の抽出においては

,何を捨て,何を抽出するかが問題となる。洞察されるものは,個 々の事実でなく,それらに共通
する形式であって,徒らに個々の事実に執着してはいけない。
一般に,帰納的推論においては,有限の観察から,無限の対象についての一般 的性 質 を推測す
る。すなわち,観察された標本の集合は,考察対象の集合に部分集合として内合される。概念にお

ける外延と内包の関係と同様に,観察標本の集合は考察対象の全体の集合より多くの性質 (共通性

質)を合んでいる。
A:観察標本の集合    B:考 察対象の集合

A ⊂ B
Aの性質 LBの 性質

このように,観察された標本の集合は,考察の対象のすべてがもつ一般的性質 を埋蔵 している

が,そ の他に,標本自身がもつ特殊な雑多の性質も満足する。 したがって,規則性の抽出は,標本
がもつ非本質的な特殊な性質を捨て,共通の性質の中で本質的なものを抽出しなければならない。
そのために,観察データを表示するとか,あ るいはグラフによって図表示し,観察標本の集合に港

在している一般的性質の顕在化を図るのである。

帰納的推論によって得られたものは何か。それは証明ではない,証明の痕跡でさえない,全 くの

一つの推測である。
11)す
なわち,観察の範囲内での事実の記述と, この記述がその範囲外にも適

合しているだろうという一つの推測にすぎない。この推測された一般命題は,新 らたな特別の場合
によって確かめられるごとに信頼性を増すが,追加の検証は単にその推測を強化するだけで,証明
にはならない。したがって,帰納によって得られた諸性質は,かなり有力な根拠をもつものと考え
られるが,そのまま真として受け入れることは許されない。
しかし,I で述べたように,帰納的推論は,結論の真実性を犠牲にして,前提の内容の拡大を
図っている,生産的,庖U造的推論である。数学の歴史においても,アルキメデスの実験による図形
の性質の発見,12)P.Fermatの 整数論における業績, など多くの定理や証明方法が帰納的推論に
よって発見されている。とくに,数論における多くの数の性質が観察によって発見され,その真実
性が厳格な証明によって確認されている。また,観察によって得られた数の性質の中には,未だ未
証明のものさえ多くある。

13)こ のように,帰納的推論によって新 しい数学の性質が導入され,そ
れから証明への努力がなされるのである。

(2)帰 納 的 推 論 の 例

中等教育で取り上げられ得るような帰納的推論の例を挙げる。

<例 1> 2角 形の対角線の数はどんな式で表わされるか。14)

三角形,四辺形, 五角形, …………°の対角線の個数を調べ, それを表にすると, 次頁のような
〔表 1〕 が得られる。
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この表では,一般的な規則を抽出することは困難であるから,
のグラフは,右図のような曲線上の点列を描き,η は 2の

2次関数らしいと予想できる。そこで ,
η =,22+う ″ +

とおき,α,う , οを定める。2=3,4,5の と
=0,2,5と なるから

9, +3♭ +ι =
16α +4♭ +ι =
25α キ 5う +♂ =

この連立方程式を解いて

（表
１
）

これをグラフに表示してみる。こ

ι

き,それぞれ 協

0

2

5

α =■ , う =―
３

一２ =0

η=6,7,3に対しても,こ の予想①が適合するかどうかを検討する。

協 =乎 =9

紀 = っ  =14

η =響 =20

∴η=■″―■ 2=巫雰二i…………①

2=6の とき

″=7の とき

2室 8の とき

となって,上記の表を満足する。さらに,2=9,10,… …の場合などの追加の検証によって,こ
の予想は増々信頼性を増す。しかし, これを真のものと受け入れるためには,演繹法によって証明

されなければならない。

<例 2> 凸多面体のすべての面の内角の総和 Σαを表わす一般式を求めよ。15)

手近な多面体について,そ の内角の総和 Σαを計算して表示すると

1 
立方体

（表
２
）

多 角 形 の 辺 数 (2)

対 角 線 の 数 働)10 2 5

五角柱  六角柱

この表だけでは,われわれの注意を引くものは何もなく,一般的性質を抽出することは困難で あ
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る。さて,凸多面体であるから,同一頂点に集まる内角の和は 2π ょり小さい。したがって,多面
体の頂点の個数をVと すれば,

Σ α <2π v
であることに気づく。この関係を,上記の資料で確認するために,次のような表を作る。
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多 面  体 Σα 2vπ
  1 2vπ

一 Σα

（表
３
）

立  方  体

四 面  体
八  面  体
五  角 柱

六  角 柱

二 面 体

十 面 体

角  柱

角  錐

36″

20π

(42-4)π

(2″ -2)π

40π

24π

42″

(22+2)π

4π

4π

4π

4π

4π

12π

4π

8π

16π

20π

8

4

6

10

12

16π

8″

12π

20π

24π

確かに,2vπ は Σαより大きく,かつその差が一定 4″ でぁる。そこで,われわれは
2v″ ― Σ α =4″ …・・̈・・・・・・・・・・ ②

なる推測に到達する。さらに,次のような追加の検証によって,②の推測 は信頼性を増す。しか
し,こ れは②の証明にならない。

なお,②はオイラーの公式  V― E+F=2 を基にして演繹的に証明できる。

2Vπ

（表
４
）

２０

１２

筋

＋

<例 1> の場合は,観察資料をグラフ表示することによって,港在している一般的性質を図形
的にとらえている。また,<例 2>の場合は,観察資料を数表に整理することによって,港在 して
いる一般性質を数量的に抽出している。

(3) 構造的な考えと帰納

最近,算数・数学教育において,構造的考え方 。見方ということが重要視されている。構造的考
え方を重視する背景をなすものは,学習内容の増大の傾向の中でいかにして学習の効率化を図るか
ということであり,それは算数・数学だけでなく,教科指導全体に通ずることである。
現代数学における構造は次のように定義されている。① 集合Aが与えられて,② 集合Aの元
の間にある関係が定義され,① この関係が満足すべき条件が規定されているとき,集合Aに構造
入っているという。この与えられている関係の種類によって,数学の構造は代 数 的構 造,llk序構
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造,位相構造に大別される。
この構造の定義は, 日常よく用いられるラジオの構造や家の構造,社会構造などの構造の意味に

も適合し,実に包括的な定義である。たとえば, ラジオの構造について言えば,①の集合Aに相当

するのはラジオの部分品の集まりであり,②の関係は電線で連結されているかどうかということで

あり,①の条件の規定は配線図と考えられる。このように,数学の構造は, ラジオの構造,家の構

造,社会構造などに共通にある構造の本質的性質を抽象し, これを数学的に定式化 したものと考え

ることができる。

数学において,構造に着目する重要な意義の一つは,種々の集合上の理論を考察する場合,構造

の上から同じとみられるものは統合して統一的に考察できるということである。また,構造の入っ

ている二つの集合A,Bに おいて,Aと Bの間に一対―の対応 デがあり, この対応 デによって,
Aにおける関係がBにおける関係に対応するとき,集合A,Bは 同型であるといって,数学ではこ
れを同じ構造をもつものとして同一視する。したがって,数学においては,複雑な集合Aを考察し

ようとする場合,考察の観点から見て構造が同じとみられる単純な集合Bを導入し,集合Aを考察

する代りに単純な集合 Bを考察 し,その結果を集合Aに適用する。これも構造に着目する重要なね

らいである。

数学教育においても, このような構造的な考え方がきわめて重要である。たとえば,整数の記数

法,小数の記数法は十進数として同じ構造をもつ, したがって,その記数法のしくみや計算方法は

統一的に理解できる。さらに,時間の表わし方は60進法であるが,一定の数 (60)毎に繰り上がる

という観点で10進法と同じ構造をもつ。 したがって,時間の表し方やその計算を10進法や一般の ″

進法と統合的に学習・理解することができる。また,整数の集合における加法,有理数の集合 (0
をのぞく)における乗法,剰余類における加法,対称図形の回転などを考察し,そ こに共通にある

構造として群の構造を抽出する。このような指導は,個々の知識を分析的にばらばらに与えるので

はなく,統一的に相互に関連をもった知識として生徒に与える,また,個別的・末梢的な知識より

一般的・原理的な知識を重視している。したがって,その理解も容易であり,学習の効率化,学習

効果の転移も十分期待できる。」。S,Brunerも「教育の過程」において,各教科における構造の重

要性を説き,各教科における一般概念や原理的なものの指導の必要性を強調 しているが,16)こ れ

も数学における構造的考え方に相通ずるものがある。また, この構造的考えは,問題解決において

も,与問題を単純なモデルに帰着さす恩考を促す。

さて,構造的な考えと帰納的論理は密接な関係がある。帰納において洞察されるべきものは,個
々の事実でなく, 観察事例に共通する形式である。 さきの群の例においても,整数の集合 [加法
],有理数 (0でない)の集合 [乗法],剰余類の集合 [加法]の構造などから,共通の形式とし
て,群の構造を抽出してそれを一般化しているが, これはまさに帰納の働きである。また,整数の

記数法,小数の記数法,時間の表わし方などから,″ 進法の概念まで高かめるのも,帰納的論理の

一つの働きである。さらに,一般的概念や原理を確立するためには,抽象能力,帰納的推理力が重

要な役割を果たす。このように,尿近重要視されている構造的見方 。考え方の指導に当っても,帰

納的論理の果す役割は大きい。
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(4)拡 張の考えと帰納キ

数学では,理論の発展を図るために,そ の理論の本質的な形式を保存して,その適用する範囲を
拡大するという方法がよく採用される。その際,形式自体もより包括的なものに変わ る場 合 があ
る。これを一般化または拡張という。

たとえば,座標平面での距離はピタゴラスの定理を背景として
P(″■,″2),Q(ン と,ノ2)の とき,

″(P,Q)=ノ (″ューノ1)2+(″2~ノ2)2    ,… ..①

と定式化され,空間での距離も同様の形式
P(″1, ″2, ″3),Q(ノ 1,ノ 2, ノ3)の とき,

″(P, q)= 1/(″■―ノ1)2+("2~ノ 2)2+(″ 3~ノ3)2  .… … ②

で表わされる。さらに,こ れらの形式を保存して ,2次元ユークリッド空間の距離を
P("1,″ 2,・Ⅲ…・,″″),Q(ノ ■,ν2,……,ノ″)のとき,

玉Lり =峰
1(犠
―プ     … ③

と定め,距離の概念を 2次元空間まで一般化する。このとき,①の形式は,①,②をそれぞれη=
2,2=3の特別な場合として包括している。しかし,鉄道や道路などで標示している 2地点間の
距離は,線路や道路に沿って計測された道程であって,①の形式では表現できない。また,球面上
における距離も③の形式では表現できない。これらの距離も包括する新しい距離の形式を規定する

には,③の形式よりもより本質的な距離の特質を抽出する必要がある。このようにして抽出された
のが,一般の距離空間における距離で,空間内の任意の点 P,Q,Rに 対して,
(i) '(P, q)≧ 0,,(P, Q)=0ぐ =)P=Q
(ii) '(P, Q)察 ″(q, P)
(iii)プ (P,q)+〃 (Q,R)≧ ′(P,R)
を満足する

'を
距離 (関数)と考えるのである。①, ②,①は④を満足し,① の特別な場合とし

て④に包括される。

これが距離の拡張である。このように,拡張の考えで重要なことは,集合A上の理論において非

本質的な形式を捨て,本質的。中核的な形式を保存あるいは抽出して,その適用範囲をAを内包す
る集合Bに拡大することである。この考え方は,(Jで述べた帰納の本質と全く類似するものであ
り,帰納と拡張の考えは密接な関連をもつ。また,帰納的推理は,い くつかの特殊な事例から,そ
れらに共通する一般法則を抽出する働きであるから,‐般化の考えとみることができる。
一般化,拡張の考えは,理論の適用範囲を拡げ,新 しい範囲まで理論を及ぼすなど,実に生産的

・創造的思考である。数学教育においても,演算の意味の拡張,10進法の一般化としての2進法,

数の拡張,三角関数における角の拡張,指数の拡張,あ るいは概念の一般化,など一般化・拡張の

考えの指導場面が多い。それゆえ,その指導を支える抽象化の考え,帰納的推理の役割も極めて大

きい。
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…中 ④

*)こ の項は,川 口・ 中島「数学的な考え方と新しい算数」 (東洋館)を参考にした。
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Ⅳ 類 比 的 論 理

(1) 類比的推論の特質

類比による推論は,考察対象A,Bの 類似性に注目し,Aの上の性質 。理論をBの上に転移させ
ることを図る推論である。この類比的推論で最も重要なことは,類似性の抽出と転移を図る性質・

理論がこの類似性と密接な関連があるかということである。

類比における類似性の抽出は,二つの考察対象が単に似ているという視覚的・感性的段階にとど

まってはいけない。推測結果の信頼性を高めるためには,これをさらに一畳と進め,同一の形式・

親念として同一視できる状態で,推論しなければならない。G.Polyaは , 著「帰納と類比」の中
で,類比と一般の相似の本質的相異は,類似性を概念的に同一視できる関係でとらえているか否か
にある,と している。

17フ

たとえば,平面上の三角形は空間内の四面体と類比である。平面上では,2直線は有限な図形を
測むことができる。空間内では,3平面は図形を囲むことができないが,4平面は四面体を囲むこ
とができる。三角形と四面体とがどちらも囲む要素の最小数によって囲まれているという点に関す

る限り,三角形の平面に対する関係は四面体の空間に対する関係と全 く同じとみることができる。
したがって,これらは類比である。

18)

また,転移を図る性質・理論がこの類似性と本質的な関連をもつか否かが,次に重要な問題であ
る。考察対象A,Bの 類似性を,Aも Bも共通の形式 (概念・ 関係・性質)α をもつととらえたと
する。 このとき, Aの性質 Pが共通形式 α と密接な関連をもつ場合は,「 Bも性質 Pを もつ」と
いう推測は信頼度が高い。 しかし,Aの性質 Pが共通形式 α とあまり関連をもたない場合は,そ
の推測の信頼度は低い。

たとえば,「すべての牛は胎生である。牛と馬は類比な動物である (哺乳類として)。 」という

惟報から,「すべての馬は胎生である。」という推測をしたとする。この場合,「胎生である」と
いう性質は哺乳類の本質的な性質であるから,こ の推測の信頼度は高い。しかし,「すべての牛は

角をもつ。牛は馬と類比である (哺乳類として)。 」という情報から,「すべての馬は角をもつ。
」と推測した場合は,「角をもつ」という性質は哺乳類の本質的な性質でないから, この推測の信

頼度は低い。

このように,類比的推論で重要なことは,第一に,考察対象の類似性を意識し, この類似性の本
質を抽出して二つの対象を同一の形式を満足するものとして把握する。第二に,転移を図ろうとす
る性質が,こ の恭通形式と密接な関連があるか否かを見分けることである。

類比的推論で得られた結果は,帰納的推論の場合と同様に,証明の痕跡すらない全 くの推測であ
る。類似な対象A,Bの 考察において,Aにおける性質 Pと類似な性質 Qが対象 Bで成立するであ
ろうという一つの推測にすぎない。しかし,Iで も述べたように,類比的推論は,その推論の必然
性を犠牲にして,新 しい知識や内容の拡大を図る,生産的・創造的な推論である。 数 学史 の上で

も,アルキメデスの球の表面積に関する定 理 の発 見19),Lo Eulcrの 無限級数 (平方の逆数の和)

の和の発見'0う  など類比的推論による成果が多い。

(2, 類比的推論の例

数学の学習においても,類比的思考の機会が極めて多い。最も簡単な事例は,明白に類似した問
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題を殆どまねる場合である。X2+,″ +ぅ の型の因数分解を知って,X2+αχノキιノ2の型の因数分解

を行なうときの思考,あるいは範例を学習した後の練習題を解く思考などはこの事例である。この

ような場合は,僅かな特殊性を捨象することによって,共通の形式に到達できる。また,も っと複
雑な事例では,考察対象とそれと相似な対象から,いかにして共通の形式を抽出するかが問題であ

り,あ まり明確でない類比は実質的解決を与えない。次に,類比の二,三の例についてのべる。

<例 1> ピタゴラスの定理の証明*

斜辺の長さが αで,他の 2辺の長さが,ι ,θ である直角三角形 ABCを 考える。 このとき
,2室 う2+ι2を示したい。この式は, 直角三角形ABCの 3辺の上に正方形を作ることを暗示す
る (図 工)。  図 Iは,直角三角形ABCの 3辺の上に相似な図形 (正方形)を作ったものとみ
ることができる。そこで,図 工として,図 Iと類比な図形でより簡単な図形,すなわち,△AB
Cの 3辺の上に相似な直角三角形を作ってみる。 図工,図 正は,△ ABCの 3辺の上に相似な
図形が作図されているという点で全 く同一の性質をもっており,図 I,Iは類比である。図工の
二つの相似な直角三角形の相似比は ,:う :θ であるから,その面積はそれぞれ た,2,そう2,鹿2で

表わされる。 したがって,,2=う 2+,2と 類比な関係は
考,2=ん ぅ2+々 θ2   .… … … .①

と表わされる。さて,図 Ⅱにおいて, ①の関係が成立すれば,図 Iにおいて ,2=う2■ο2が成立
するだろうという推測が立てられる (実際は,①の両辺を そで割れば, α2=う 2+ο2が導かれる
!!)。 そこで,①が真であることを確立するために,相似な直角三角形として, それぞれ△AB
C,△DAC,△ DBAと合同な直角三角形を与える。

図 (I) 図 (I)

a2=げ +c2 ?

16-18を参考にする。
*)G,Polya「 帰納と類比」 (丸善),

ka2==kb2_卜 kc2
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このとき,図 ■における性質 △ABC=△ DAC+△ DBAか ら,①の真なることが示され ,

したがって,,2=ι2+ι2が証明される。

<例 2> ァルキメデスの類比による定理の発見
アルキメデスは次のように述べている。

「球はその球の大円を底とし,その半径に等しい高さを有する円錐の4倍であるという定理から,私は,任
意の球の表面はその球の大円の4倍であるということを考えついた。なぜなら,任意の円はその円周に等しい
辺とその半径に等しい高さを有する三角形に等しいという事実から判断して,私は,同様に,任意の球はその
球の大円に等しい底とその半径に等しい高さを有する円錐に等しいと解したからである。」22)

すなわち,アルキメデスは類比的推論によって, 定理「球の表面積は大円の 4倍に等 しい」
を発見 している。この類比をいま少し考察 してみる。

円の面積

球の体積

円  周

=1× 三角形 (底辺の長さ :円周,高 さ :半径)の面積 ………… ①
=4× 円錐 (底 :大円,高 さ :半径)の体積      ………… ②
章 l× 円周 ………… ③

………… ④球の表面積 =4× ?
アルキメデスは,平面図形である円と立体図形である球の類比に注目し,既知の定理②の類比
として,円 の面積を①のように円周を底辺とし,半径を高さとする三角形の面積 と してとらえ
る。円に対する球と同様に,三角形に対する錐体は類比である。また,こ の類 比 の関係におい
て,円周に対する類比な図形は球の表面であるから,①, ②の関係を考慮して,①,④ 式 を得
る。ここで,①の円周に対する①の ?は ,①,②の関係から大円の面積であろうと推測される。
かくして,アルキメデスは,球の表面積に関する命題を発見し, これを演繹的に証明している。
<例 2> は,平面区形と立体図形との類比であるが,幾何学においては,こ の次元の異なる図
形相互の間に多くの類比の関係が存在する。平面図形と立体図形の類比として,正方形と立方体 ,
長方形と直方体,平行四辺形と平行六面体,三角形と四面体,三角形と錐体,円 と球,平行線と平
行平面などの多くの類比が考えられる。そして, これらの図形の性質においても類比の関係のもの
が多 く,複雑な立体図形の考察も,それと類比な平面図形の考察によって容易となる。また,一般
の高次元空間における考察も, 2次元, 3次元空間の類比として考える場合が多い。

(3) 類比と構造的な考え,一般化の考え

数学教育において,構造的な考えを重視することの意義は,Ⅲ で述べた。この構造的な考えと類
比的論理は密接な関連がある。類比的推論は,二つの対象A,Bの 類似性に着日して,A上 の理論
。性質をB上に反映さす推論である。この場合,A,Bの 類似性を共通の形式 α (概念・法則・性
質)と してとらえることが,類比の特色である。 したがって,類比はA, Bが共通の形式 αを満
足するという観点で,Aと Bは同じ構造をもつとみなしている,と いえる。
たとえば,整数の集合における加法,有理数の集合 (0を のぞく)における乗法を考えるとき,
両者は同一の法則 〔閉じている,交換的,結合的,逆演算を許す〕によって支配されている。すな
わち,両者は類比である。また,こ の二つの集合は,上記の法則で規定される同じ構造をもつ。
このような考察対象の構造に関しての類比は,10進法と ″進法の類比, 数の演算と集合算の類
比,複素数とベクトルの類比など,数学教育の場でも多い。また,数学における同型,準同型の考
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えは完全な形の類比である。さらに,構造的な考えによる統一的考察や知識の統合化は,考察対象

A,B,C,… …の類似性に着目し, これらが同一の構造・形式をもつものとして,A,B,C,
……を統一的に見る。これは,二つ以上の対象についての類比である。
また,一般化の考えと類比的論理は密接な関連をもつ。たとえば,線分,正方形,立方体につい

て,その次元と境界について考察する。線分は 1次元の図形で,2っ の 0次元の図形 (点)を境

R           P2

界としてもち ;正方形は 2次元の図形で 4つの 1次元の図形 (線分)を境界としている。 ま
た,立方体は 3次元の図形で,6っ の 2次元の図形 (正方形)を境界としている。これらの幾何
図形は,自分自身より 1次元低い図形を境界としている点で,類比である。ここで,われわれは,

類比による共通形式を保存 して,一般化を図る。すなわち,2次元の幾何図形は (2-1)次元の幾
何図形を境界としてもつ。

このように,一般化の思考は,類比ないくつかの対象を考察し,類比的思考によってそれらの共

通形式を抽出し,さ らに,帰納的思考によって,そ の形式の適用拡大を図るのである。

上記のように,数学教育で重要視されている,構造的考え,一般化の考えにおいても,類比的論

理が重要な役割を演ずる。

V 数学におけ る演繹的方法

無定義用語と公理 どのような学問の領域においても,まず第一に,その中で使用される用語の

意味を明確にしなければならない。しかし,一つの体系内で用いる用語をすべて定義しようとする

ことは不可能である。一つの用語を定義するには他のいくつかの用語が必要である。さらに,こ れ

らの用語を定義するには新 しい他の用語が必要である。この追求は際限がなく,ま た辞書などにみ

られる循環的定義に陥いる。そこで,演繹的体系においては, この循環論法ないしは無限の遂行と

なる因果を断ち切るために,体系内の用語を二つのグループ,つまりその体系の中の他の用語によ

って定義されるものと,定義されないもの (無定義用語という)と に分ける。演繹的体系における

出発点は, この無定義用語の選択であるが,こ の場合,選択された無定義用語群は体系の中のすべ

ての用語を定義できるものでなければならない。また,無定義用語には何ら意味が与えられず,そ

の語がもつ慣用的な意味を一切捨て去る。このことについては,「公理的方法」でのべる。

無定義用語が選択されると,体系の中の用語は, この基本的な語彙 (無定義用語)と専門的な意

味をもたない共通語 (国語)によって次々に定義される。このようにして,無定義用語,定義用語

からなる十分な用語の系が構成されると,こ れらの用語を用いて,体系の中のいろいろの文すなわ

ち命題が構成される。
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命題は文法的に正しく,体系内で意味をもつものであり, しかも「真」か「偽」の何れか一つの

特性をもつ文をさす。 しかし, 一つの文が提出されたとき, それが真か偽であるかを予め知らな

い。また,真,偽は存在とか哲学上の問題に関する内容をもつものである。そこで,数学において

は, このような真偽についての哲学上の内容を捨て,単に命題の特性に付する,それぞれ「真」,

「偽Jと 明記した札のようなものとして真,偽を考える。
23)

数学における主な仕事は,その体系における多 くの命題に, この真・偽の札を対応さすことであ

るが, ここでも用語の定義における手続きと同様に,真,偽の札を付する最初の基準なくして,体

系内の命題に真,偽の札を対応さす仕事を押し進めることができない。それゆえ,若千の適当な命

題の集合を選び, これらの命題に真の札を与え, これを最初の基準として体系内の命題に真,偽の

札を対応していく。このように,真と仮定され,演繹の出発点として選ばれた命題が公理である。

すなわち,公理は自明の真理でなく,真であると仮定された,演繹的体系の最初の命題であり,演

繹の出発点である。公理が確立されると, これを出発点として,体系の中の命題に次々に真と偽の

札を付する作業が行なわれるが, この作業を支えるルールが演繹的論理である。

公理的方法 このように,演繹的体系においては,定義に関する系と,命題の真偽に関する系の

二つの系が考えられる。数学では,こ の二つの系を統一するために公理的方法をとる。すなわち,

できるだけ少ない無定義用語のリス トを選ぶ,次にこの無定義用語で構成される,できるだけ単純

な命題のリス トを選び,これを公理系とする。公理は無定義用語と共通語を用いて構成される文で

ある。したがって,公理系を構成する文が真であるという観点でのみ,無定義用語に意味・ 内容が

与えられ,それ以外の意味は何ら与えられない。勿論,無定義用語のもつ慣用的な意味は一切捨て

去る。つまり,無定義用語の意味 。内容は公理だけによって規制される。かくして,数学では,用

語に関する系も,命題の真偽に関する系も,公理系によって統一される。

たとえば,最も基本的な代数系である群を例にとろう。群は次のように定義されている。

集合Gがあって,その元の間に結合 Oが与えられ,次の条件を満足するとき,Gは群であるという。つ

徹)Gの任意の 2元 ,,う に対して,Gの元 ♂が―意に定まり,σ=,Oう となる。
121 結合法則 ,。 (う 。σ)=(α Ob)。 ιが成り立つ。
俗)Gのすべての元 ,に対して,¢ 0,=,O♂ =,と なるGの元 ″が存在する。
14)Gのいかなる元 ,に対してもα

~10,=α O'~1=診 となるGの元 ,~1が存在する。

この公理系における,集合,元,結合は無定義用語であって,(1)～ 14)の条件を満足する以外は,

何ら具体的な意味・内容を与えられていない。よく知られているように,集合を整数の集合,結合
Oを加法 (■ )と 考えると,上記の公理(1)～ 14)が満足される。また,0を のぞいた有理数の集合に

おける乗法,一つの集合上の一対一対応の集合における合成,ベ クトルの集合における和,な どこ

の公理系を満足する例は極めて多い。
24)数
学者が群の公理を設定したとき,整数と加法,ベクト

ルとその和,な ど物理量とそれらの量を結合する過程をイメージとしてえがいているとしても,公

理自身はそうした物理的意味に拘束されない。公理にのべた条件をみたすものならば,それがどん

な対象であろうとも,群論で演繹された諸性質 (定理)を適用することができる。そして,その適

用によって,それぞれの対象の意味で,群論の諸性質 (定理)が解釈されるのである。
このように,公理に用いる用語 (無定義用語)に特別の意味 。内容を与えないという方法は,演

繹的体系を統一的に構築するという意味においても,数学の適用範囲を拡大するという意味におい

*)正田・浅野「代数学 I」 (岩波書店)による。結合記号 Oは筆者。
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ても,意義ある有効な方法である。凱代数学は, このような公理的方法を採用することによって,
その適用範囲を著しく拡大している。

命題の真偽と推論の妥当性 演繹的体系において公理が設定されると,こ の公理を 出発 点 とし
て,妥当な演繹的推論を駆使することによって,体系内の命題の真偽を決定する努力がなされる。
妥当な推論とは,前提が真ならばその結論も必然的に真でなければならない,と いう推論である。
推論の妥当性は前提と結論の間の関係だけに依存し

25),結
論の命題が真であることは推論が妥当で

あることを保証 しない。命題の真偽と推論の妥章性の関係 で重 要 なものを列挙 すれ ば (例は省

略),

(J 前提の命題がすべて真で,推論が妥当であれば,その結論の命題は真である。
(2)推論が妥当であり,その結論の命題が偽であれば,前提の少 くとも一つの命題は偽である。
(31 前提の命題がすべて真であり,結論の命題が偽であれば,その推論は妥当でない。
(4)推論が妥当であり,前提の命題の一部または全部が偽の場合は,その結論の真偽は決定でき
ない。

0 推論が妥当であり,結論が真である場合, これだけでは前提の命題の真偽は決定できない。
このように,結論が真であることは必ずしも推論の妥当性を保証しないし,推論の妥当性もまた
必ずしもその結論の真なることを保証しない。妥当性は推論のもつ性質であり,結論の真偽は個々
の命題の性質であって

26), これらは独立な概念である。すなわち,演繹的推論の妥当性は,その推
論を構成しているおのおのの命題の内容や真・偽によって決定されるものでなく,推論の論理的な
形式・構造だけによって決定される。ここに,推論の妥当性とその形式との関係の分析が重要であ
り,これを取り扱うのが記号論理である。

演繹的方法 (公理的方法)の意義 演繹的方法は,あ る主題において,ほんの少 しの真偽 しか知
らないわれわれ人間が,少 しでもその主題に関する知識の範囲を拡張しようとして考案された方法
である

27)。
ぁる命題が真であるとか偽であるという問題提起は,一般に帰納,類比などの発見的論

理によってなされるが,その命題に明確に真,偽の札をつけて,われわれの知識体系に組み入れる
のは演繹的論理の役割である。これが演繹的方法の第一の意義である。

また,公理的方法によって,循環論法や論理的な不明確に陥いることが回避され,証明の厳密性
が強化された。これによって新しい命題の証明も容易になり,体系内の命題の間に興味ある論理的
な連りを与え,明快で典雅な演繹体系を作る。これが第二の意義である。
第二に,公理的方法は労力節約方策である28)。 _っの公理系Σに対して,数学あるいは他の分野
のある機構が公理系Σのモデルになっていることが判明すれば,公理系Σを予め研究しておいて得
られた知識がこれらの機構に適用され,新 しい学問上の問戸が開ける可能性 を生 む29)。 このよう
に,既存の公理に新らたな解釈を与える分野があれば,その分野は数学の応用として著しい進展を
遂げ,学問上の再生産が行なわれる。

第四に,既存の公理系を改造することによって新しい数学の題目で誕生する30)。 ょく知られてい
るように,N.I.Lobachcvski,J.Bolyai,G.F.Riemannは , Euclidの 第五公準の代りにそれと

矛盾する命題を公準に組み入れることによって,新 しい非ユークリット幾何学を創造 した。 これ
は,既存の公理系を改造することによって,新 しい数学を創造 した典型的な例といえる。現代数学
においても,既存の公理系を改造 したり,新 しい公理を添加することによって,新 しい数学の分野
が創造されている。このように,公理的方法は研究上の有力な利器となっている。
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公理的方法は,以上のような長所があり,数学に習熟した学生を指導する場合には,学習の効率

化・理論の明快さの点で,教育上の方策として役に立つ。 しかし, 中等教育程度の生徒にとって
は,公理的方法の真の意義を理解することは不可能であるし,かえってこのために,数学の定理や

法則に対する不信感を与えるのではないか。すなわち,中等教育では公理的方法は適当でなく,徒

らに時間の空費となるであろうと考える。

Ⅵ 演 繹 的 論 理

(1)命 題 論 理

演繹論理と形式 例えば,次のような二つの推論を取り上げよう。
(1}5が lFT3数であるならば,5は 2で割り切れる。5は 2で割り切れない。ゆえに,5は偶数
でない。

12)彼が犯人であるならば,彼はその時刻に現場にいたはずである。彼はその時刻に現場にいな
かった。ゆえに,彼は犯人でない。
(1】 (動の推論は異なる場面の,異なる内容についての推論であるが,と もによく用いられる妥当
な推論である。(1)に おいて,´ =「5は偶数である」,T=「 5は 2で割り切れる」,(2〕 において
は,´ =「彼は犯人である」,T=「彼はその時刻に現場にい
た」とおいて記号化すれば,(1),(2)は ともに右のような同一

の形式で表される。逆に, ″,Tと して任意の命題を選び,
右の形式を満たすような推論を作れば,場面も内容も(1〉 (2)
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´ ―→ ?

～ T

・
・
・ ～ ´

と異なる新 しい妥当な推論が得られる。 (こ の場合,前提 →́T, ～σが真となるような命題 ,́T
を選べば,結論の命題 ～´も真となる。)すなわち,命題 ,́7の内容が何であっても,ま た命題
の真偽が何れであろうとも,上記の形式の推論を作れば,妥当な演繹的推論が得られる。
このように,演繹的推論においては,命題の内容や事実上の真偽は問題ではなく,重要なことは

推論に用いられている命題間の関係や命題の形式である。それゆえ,演繹論理においては,各命題
の中味を捨て去って記号化し,それによって論理の構造や法則を明確にすることができる。一方 ,
帰納や類比などの発見的論理は命題の内容を重視する。この点にも,発見的論理と演繹的論理の大
きな性格の相異がみられる。

命題論理 命題論理では,論理を分析し,論理の最小の単位として単純命題 (これ以上分解でさ
ない単一の命題)を考える。論理学の出発点は命題の結合関係の考察であるが,こ の命題を結合す

る論理結合子は次の 5っでぁる。 (´,7は命題を表わす)
(ll ～´ (´ でない) 12)´∧σ(?かつ 7) (3)´ VT(´ または ?)

(4)´→T(´ ならば 7)  団 ´←→ ?(´ と Tは同値である)
これらの結合子を用いて単純命題を結合することによって,いろいろの複合命題が構成される。
また,いかに複雑な命題でも,若千の単純命題をこれらの結合子で結合することによって表現でき
る。このように,論理学においては分析と総合の方法が徹底して行なわれる。
命題には内容と真理値 (真・偽)と の二つの側面があるが,命題論理では,命題の中身を捨てた
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命題論理の記号化が可能になり,

このような表を真理表といい,

合 子 と 真 理 値)

T F

F  F

T F

T T

TI F

T

T

(2)

ときあとに残る真理値だけを考える。ここに,

割も次のように真理値で規定できる (第 5表 )。
E.Lo Postによって 1921年 に提示された31)。

任意の複合命題の真理表も,単純命題に分析し,結合子を用いて再構成 して考えれば,〔表 5〕
Fの規定に基いて完成することができる。 たとえば,複合命題 ∨́?→～Tの真理表は,〔表 5〕 の
約束にしたがい,(り,12),13)の 順序で完成され,13)列がこの命題の真理値を与える (表 6)。 成分

の命題が 3っ以上の場合にも,手続きは若千煩瑣になるが,原理的には同様に真理表を完 成 で き
る。このように,任意の複合命題の真理値はその成分の命題の真理値によって一意に決定される。
ここに,命題論理における分析・総合の意義がある。

´

T

T

F

F

ω→σ)∧ (～ ?)→ ～ ´

TIF

F

T

F

T

F

T

F

T

T

F

T

F

F

T

F

T

T

T

T

T

F

F

T

T

FIT

(1)  (2) (■

'   (4)

構成成分の命題の真偽のいかんにかかわらず,常に真である命題を恒真命題という。たとえば,
67頁の推論 (´→T,～Tゆえに ～ン)を考える。これは,前提 →́T,～′から結論 ～ンを導 く推
論であるから,(´→のA(～の →～´と表わすことができる。この真理表を完成すれば,〔表 7〕
のようになり,´,Tの真偽にかかわらず,その真理値は常に真である。すなわち,命題 [(´ →f)
A← ψ)→～?]は恒真命題がである。 したがって,67頁の推論形式が妥当であることがわかる。
このように,論理学における公理やそれから演繹される諸法則 (推論法則など)は,すべて恒真
命題であることが真理表によって示される。すなわち,論理法則は,その法則がもつ形式ゆえに,

成分である命題の真偽にかかわらず常に真である。したがって,論理法則を妥当な演繹的推論とし
て利用できる。また,われわれは, 日常生活においても,数学の学習においても,やや無意識にあ
るいはあいまいな形で演繹的論理を用いる場合が多いが, これらの推論の妥当性も真理表によって

結合子の意味や役

L. WittgCnstein,

T

T

T

F
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検証できる。ここに,数学教育において,真理表を取上げ,論理の意識化を図る意義 が考えられ
る。

条件文の真理値とその指導 真理表を基礎として,命題論理の指導を展開する場合,最大の障害
は条件文 →́Tの真理表の指導である。命題論理では,条件文 →́Tの真理値は 〔表 3〕 のように
定義されているが,実際上の使用をみると,´ が真の場合だけで ´んゞ
偽の場合を考えない。 したがって,初学者にとっては,条件文 →́?の
真偽を,´ が偽の場合も考えるところに第一の抵抗がある。さらに,´

が偽の場合には, Tの真偽にかかわりなく条件文 →́?の真理値を真
とする,と いうことになお一層の困難を感じさせる。 したがって,条
件文の真理値の定義を納得させるためには,まず第二tC,条件文の真偽
を ´が偽の場合まで拡張する必要性 ,第二に, ´が偽のとき,Tの
真偽にかかわらず,条件文の真理値を真とすることの合理性, の二段
の理解が必要となる。

表8 →́Tの真理表

第一の必要性については,も し →́?の真理値を ´が偽の場合まで拡張しないと,´ ∨T,´ AT
の真理表では ,́Tの真偽のすべての組合せについて考えており,そ こにアンバランスが生じ,条
件文 →́Tと論理結合子 A,V,～ などとの関係を調べる道が閉ざされる32)。 また,条件文 →́?に
おいて,´ が偽で Tが真のときを考えないと,逆 ?→´では仮定が真で結論が偽のときを考えるこ
とができない。さらに, ´が偽で ?が偽のときを省くと,対偶～T→

～
´では,仮定が真で結論

が真のときを考えることができない
33)。 このような支障から, 条件文 →́?の真理値も,´ が偽の

場合まで拡張して考える必要があることを納得させる必要があろう。

第二の合理性については,実例によって,´ が偽のとき,Tの真偽にかかわらず条件文 →́Tの
真理値を真とすることが適当であることを確認させ,その後に, このような条件文の真理値の定義
が合理的であったことを,集合の包合関係 [φ⊂A]ゃ 対偶命題の関係などから理解させるのがよ
いと考える。

たとえば,´ が偽,7が真の場合を考えるために,´ :「 1=2」 ,T:「 3=3」 とする。´から,
「 1=2かっ 2=1」 ,これに等式の性質を用いて

1+2=2+1      ∴ 3=3
すなわち,正 しい推論 (等式の性質)に よって,´ から 7を導 くことができる。 したがって,´
が偽,′ が真であるが,´→Tの真理値を真とせざるを得ない。また,´ が偽,?が偽の場合は,た
とえば,´ :「 1=2」 ,?:「2=3Jを考えると, さきと同様に等式の性質を用いて,´ から 7を導
くことができる。したがって, この場合も →́?の真理値を真とするのが適章である。 このような
例を通して,条件文 →́Tの真理値を導入する。
また,´→T=～ ∨́T'を納得さし, γ ∨́?の真理値で条件文 →́Tの真理値を定義する方法もあ
ろう。～ ∨́´は常に真である。 →́Tを真とすれば,´ が真のとき Tは真となる。 したがって,
～ ∨́Tは真となる。逆に,～ V́Tが真とする。´を真とすれば,γ´は偽であるから, Tが真で
なければならない。したがって,´→クは真である。このように,I前件 ´が偽の場合を表面に出さ

ずに,´→Tと ～ V́?は論理的に等しいことを納得させることができる。これから, →́Tの真理
値を ～ V́ク の真理値で定義する。

その他,条件文 →́?を約束の関係としてとらえ,その約束が破られなかったとき,´→?が真で
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あるとして真理値を導入する方法
34),条
件文 →́Tは「´が真であるにもかかわらず Tが偽である

ことは真であり得ない, つまり偽であるJと いうことだけを主張するものであると考える方法
35),

など考えられる。 しかし,いずれの場合にせよ,条件文 →́σにおいて, 前件 ´が偽のときも考
えることに対する抵抗や違和感は十分に払拭できない。

したがって,上記のような方法で,ま ず条件文 →́クの真理値を定義し, その後に次のような例

を次々にあげ,さ きの →́?の定義が他との関連で実に調和がとれ,合理的な定義であることを理

解さす必要があろう。

① αが実数のとき,命題「α≧0-一>α 2≧ 0」 は真であるが,その対偶命題「,2<0_→ α<0」 が

真となるためには,前件 ´が偽のとき後件 ?の真偽にかかわらず,´→?を真としなければな

らない。

② 集合論では,空集合を任意の集合の部分集合とする。したがって,φ⊂A,すなわち「″∈φ

一
x∈ A」 が真となる。これは条件文 →́?に おいて,前件 ´が偽のとき,´→?が真である

ことを意味する。このように,´→Tの定義と集合の関係 φ⊂Aの間には密接な関連がある。
③  「″>1-)″ 2>1」 は, ″>1な る実数 ″に対して常に真である。 条件文 →́Tの真理値を
上記のように定義すれば,任意の実数 ″に対 して命題「ε>1-→ "2>1」 1ま真であると拡張で

きる。すなわち,

V″ [χ >1-―う″2>1](″ :実数)
と表現できる。

④ →́Tの真理値を ´が偽のときまで拡張して考えると, アリス トテレスの古典論理では考え

られなかった

→́?=～ V́?=～ (´∧～σ)

のような,結合子「→」と他の結合子との簡単な関連がつき,「→Jを合む複雑な複合命題を

簡潔に表現できる。

(2) 述 語 論 理

述語論理 命題論理は,命題と命題との間の論理的関係を分析し,複合命題の真偽が,そ の中に
現われる単純命題の真偽にどのように従属するかを研究することにあった。しかしながら,命題論
理だけでは,論理学の目的として不充分であり,ア リス トレスの二段論法も,教育数学における最
も簡単な推論も命題論理の枠内に入らない

36)。

たとえば,「すべての人間は死ぬ。ソクラテスは人間である。ゆえに,ソ クラテスが死ぬ。」の

論理的関係を命題論理で表わそうと思っても,「 」内の 3っの命題はこれ以上簡単な命題に分解
できない。それゆえ,上記の推論も,命題論理の範囲では,形式的には「 ,́T ∴″」としか表わ
すことができず,その妥当性についての何らの根拠も与えない。

上記の推論では,命題の関係だけでなく,命題の内部構造すなわち主語と述語との関係が本質的
な役割を演ずる。したがって,論理学の目的を達成するためには,命題をさらに分析し,主語と述
語とに分解 して考察する必要がある。このように,単純命題をさらに主語と述語に分析 し,命題の

内部構造まで立入って考察するのが述語論理である。

述語論理で重要なことは,命題関数の概念である。たとえば, (́″ )雪「 ″が素数である」と
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する。″が確定しなければ,こ の文の真偽が判定できないから,´ (″)は命題ではない。 しかし,″
が確定すれば,た とえば,´(3)=「 3は素数である」は真,´(4)=「 4は素数である」は偽,
のようにこの文の真偽が判定でき,すなわち命題となる。このように,変数を合む文で,変数が確
定すれば命題となる文を命題関数という。多変数の命題関数もあり,た とえば,´ (″,ノ )=「″2+

ノ2_1」

`ま

2変数の命題関数である。また,命題論理におけると同様に,二つ以上の命題関数を論
理結合子で結合して,新 しい命題関数が定義される。
命題関数は一般に命題でなく,その真偽が判定できないが,それを命題化する記号が限定記号で
ある。限定記号には,全称記号Vと 存在記号 gの二つがあり,次のように定義される。

V″ F(χ):すべての対象 ″に対 して F(″)を満足する。
α″F(″ ):F(″)を満足する対象 ″が存在する。

たとえば,上記の (́″)=「″は素数である」に対 して,対象領域を自然数 とす れば,´(4),
(́6)な どは偽であってすべての自然数 ″に対して (́″)が真とならないから, V″ (́″)は偽の命
題となる。また,´ (3)は真となって,あ る自然数 ″に対しては (́″)が真となるから,CI″ (́″)は

真の命題となる。

述語論理と命題論理の関連 命題論理 F(″ )の対象領域が有限集合M=(,1,α 2,……,p″ )の
場合は,限定命題は

V″ F(")=F(,■ )AF(,2)A… …AF(効 )・…… ①
⊂″F(χ)=F(α l)VF(,2)V… …VF(,″ )・…… ②

となる。ここで, F(α■), F(α2),……, F(,″ )は命題である。すなわち, 全称記号Vは命題論
理における連言記号 Aの一般化であり, 存在記号αは命題論理における選言記号Vの一般化と考
えることができる。また,限定記号と否定記号との間に,次の重要な関係が成り立つが, これも命
題論理におけるドモルガンの法則の一般化である。

～ [V″ F(つ ]=g″ [～ F(X)], ～ [α″F(″)]=V″ [～ F(″ )]
述語論理は,命題関数の概念や限定記号を導入することによって,単純命題を主語,述語に分析
し,命題の内部構造に関する論理を解明する。たとえば,さ きの推論

「すべての人間は死ぬ。ソクラテスは人間である。ゆえに, ソクラテスは死ぬ。」

M(″):″ は人間である

D(″):″ は死ぬ

∫=ソ クラテス

V″ [M(″ )→ D(つ ]

M (∫ )

とすれば,述語論理では右のような形式で表わされる。この      ...D(∫ )
ように,述語論理は限定記号を合む命題を考察する。しかし,
述語論理と述語論理は対立するものでなく,①,②の関係に示されているように,特殊と一般の関
係にある。すなわち,個 々の場合を命題論理で正しさを確かめ,その寄せ集め,つまり「特殊←→
一般」の考え方で,命題論理と述語論理との連りを考えることができる。
この命題論理と述語論理との関連を示す基本性質として (Dは対象領域,F(″)は命題関数,A
は命題とする),

(i) V(″ )F(″)一→ F(α)    (,∈ D)
(ii) A―→ F(,)(α∈D)な らば  A― → V″ F(″ )

は ,

(特殊化)

(一般化)
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(ili) F(α )一→g″ F(″)     (α∈D)         (存 在化)

(iV) F(α )一―A  (α∈D) ならば a″ F(″)一→ A  (存 在化)
があり, これらを用いて命題論理の基礎の上に述語論理が構成される

97)。

たとえば, さきの推論 (三段論法)の妥道性は,上記の性質を用いて

Vχ [M(")一→ D(″)]            ・…… ④
M(∫)                …… ◎

前提④に性質 (i)を適用して特殊化し,M(∫)一 D(d)      …… ○
前提◎と○に,命題論理における論理法則を適用して

M(∫),M(∫ )一→ D(∫ )

∴ D(∫ )

と,推論の妥当性が検証できる。
このように,命題論理と述語論理は特殊と一般の関係にある。したがって,高等学校において論

理指導をする場合,命題論理を真理表によって構成 し,その基礎の上に,特殊 。一般の関係で述語

論理を導入するような指導がよいと考える。

集合と述語論理 集合と論理は密接な関連をもつ。集合は性質・述語(命題関数)で規定されるか
ら,対象としているものの全体をΩとすれば,一つの命題関数 (́")に対 して,Ωの部分集合

P= (π l´ (″)}

が対応する。この集合 Pを (́″)の真理集合という。この命題関数と真理集合の対応によって,述

語論理のことばが集合のことばに翻訳され,ベ ン図式によって視覚化される。

集 合論 理
(翻 訳)                (視 党化)

P(う が真  
―
      ' こ P    

―

また, この対応によって,命題関数の結合も集合の結合関係で表現できる。命題関数 (́″),?(")
の真理集合をそれぞれ P, Qと すれば

(́")VT(″)の真理集合    PUQ=(″ |´ (″)∨ ?(″ ),

(́χ)A● (″)の真理集合    P∩ Q=(χ l´ (χ)AT(″ )}
～ (́″)の真理集合    PC=(″ lγ瓜″)}

となり,こ れもベン図式によって視覚化できる。

さらに,限定記号の定義から,限定命題と真理集合の関係も

Vψ (″)が真 ぐ⇒ P=Ω
雹ψ(″)が真 ぐ⇒ P≠ φ
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となる。これによって,限定記号と否定記号の関係
～ [Vψ (″)]=雹″ [～ (́″)],～ [⊂ψ (″)]=Vχ [～ (́″ )]

も集合によって説明できる。

たとえば,前者について考える。「 Vψ (″)が真」は真理集合では, P=Ω。したがって,「 V
ψ (″)が真」を否定すると, P≠Ωすなわち Pσ≠ガ。これから,「 ⊂″ [～ (́■)]が真」が得られ
る。逆も成立するから,結局,～ [V妙 (″)]と ⊂″[～ (́つ ]は論理的に等しいことがわかる。
数学における定理 。法則は,一般に V″ [´ (″ )一―w(″)]の形をしている。この全称命題 V″ [
(́″)一 ?(,)]が真であることには,真理集合においては次の関係が対応する。

V″ [´ (″)―σ(″)]が真 ぐう  P⊂ Q …… ①
なぜならば,命題論理における条件文の性質から,´ (つ― ?(・)=～ (́″)V?(″ )。 したがって,

「 V″ [´ (″)― ?(″ )]が真」は,真理集合では, Pσ UQ=Ω。これから, P⊂ Qの関係が得られ
る。また, この推論を逆にたどれば, P⊂ Qか ら,「 V′ [´ (″)――う?(″)]が真」なることが得ら
れる。

①は極めて重要な関係であり, これを基礎として,推論法則や逆・対偶についての考察 がで き
る。たとえば,

定理  二等辺三角形であるならば,その底角は等しい。
△ABC において,AB=AC

ゆえに,△ ABCに おいて,∠B=∠ C

は中学校の数学で行なわれる推論であるが, これを述語論理で記号化すれば,

(́死)=「″は二等辺三角形である」

万

●(χ)=「"の底角は等しい」
α:△ ABC

とおくことによって,右のような形式で表わすことができ
る。さらに, これを集合のことばに翻訳し,ベ ン図式で視

α ∈三  P

.・,α ∈  Q

V″ [´ (″)一→T(″ )]

(́,)

ク(,)

覚化すれば,上図のようになり,論理の構造を外延的に,視覚的にとらえることができる。その他
の推論や論理法則も集合のことばで説明され,ベ ン図式で視覚化できるが, ここでは省略する。
このように,述語論理は集合と密接な関係があり,ベ ン図式で視覚化できる。このことは,中学
校での論理指導を考える際の一つの方法を示唆する。すなわち,集合を基礎とし,ベ ン図式をシェ
ーマとする論理指導,つまり, この項での考察の逆の考察をたどる論理指導であるが,こ れは中学
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校の論理指導として,指導の可能性およびその効果の観点からみて,最も適当な方法と考える。

Ⅶ 論 理 と 数 学 教 育

(1) 発見的論理と数学教育

亜,Ⅳで述べたように,帰納・類比などの発見的推論は証明ではない,に もかかわらず, この蓋

然的な推論は数学や数学教育において重要な役割を演ずる。

数学におけるその役割は,(Jよ り包括的な数学的構造を与える公理の抽出 。設定,2)価値ある数

学的命題の発見,13)証明の発見,に)新 しい数学の研究における類比的思考,な ど数学における新し

いアイデアの創造であろう。

数学教育においては,(ll問 題解決能力を育てる,121抽象的概念・形式的法則の意味や理解の教授

を助ける,13)興味や問題意識をもたせるなど,学習の動機づけとなる,(4)数学的な事柄を統合して

統一的に理解する学習を助ける,(動一般化や拡張の考えの指導を助ける,(a数学における倉じ造の過

程を体験さし,創造性の開発を助ける,な どが発見的論理の果す役割と考える。

ところが, この帰納・類比などの発見的論理は,倉J造的・生産的な側面を持ちながら,その推論

が蓋然的であるという理由で, 過去の数学教育においては, 否定されあるいは省りみられなかっ

た
38)。
今世紀初頭に起った数学教育改良運動の滲透に伴ない,発見的論理の教育的意義が認められ

,我国においても,昭和10年頃から数学教育の直観化・具体化の声とともに漸次取入れられるよう

になって来ている
。9)。
しかし,そ こにおける取扱いは,発達段階からみて演繹的方法の困難と思え

る小学校 。中学校低学年を対象に行なわれ,以後の学年においては殆ど省みられていない。また,

取上げられた場合でも,児童・生徒の生活 。経験と密着しすぎ,科学的推論として与えられて tヽな

い。

G.Polyaも ,「数学が論証的推論を学ぶのに優れた機会を提供することは誰 で も知 っている

が,同時に私は,現在の学校の普通課程において,蓋然的推論を学ぶのにそれほど機会を与えてい

るような科目が一つもないことを主張したい。……・」
40)と
述べ,学校教育において発見的論理の指

導がおろそかにされていることを指摘している。

数学というものは,証明されなければならない命題の根拠を次々に考えていくものである, とい

うように証明という面だけから考える人が多い。この考えは中等教育の数学教師の中にもかなり多

く見られる。このような考えは,直観による判断のもつ役割や,考察対象が非常に漠然としている

場合に,その中の関係を抽出したり, 自分の推測を形式化していくような訓練を生徒にさせること

を否定することになりかねない。

数学的思考は,公理,定義および厳格な証明だけに関係をもつ純粋に演繹的・形式的なものだけ

ではない。観察された事例から一般化する恩考,具体的な対象から数学的概念を抽出する思考,帰

納・類比的推論などの非形式的な恩考も重要な数学的な思考である。数 学 者 の創造活動において

は, このような非形式的恩考,蓋然的推論が主役を演ずるのである
41)。

教育数学は,数学の成果を教育的に精選し,体系化したもので,そ こでは,あ る程度の演繹的体

系をなしている。したがって,こ れらの内容を既成の知識として与えようとすれば,演繹的論理を

主として,これを生徒に与えることができるであろう。しかし,こ れらの内容は,数学の上では既
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証のものであるが,学習する生徒にとっては新奇のことである。この意味で,学習活動は広義の倉じ
造活動であると考えるべきであろう。それゆえ,数学の学習活動に数学者の創造過程を反映させ ,
演繹論理とともに,帰納・類比などの発見的論理を重視するような指導が必要であろう。
最近,学校教育においても,職場教育においても,創造性の開発が問題にされ,創造性教育と銘
うって意欲的に実践されている。将来,人間が機械に対して優位に立ち得る立脚点は,思想と創造

性であろう。発見的論理は,こ の創造性と密接な関係があり,それを支える一つの柱といえる。こ

こにも,教育において発見的論理を重視すべき意義がある。
また,G,Polyaは 次のように述べ,数学が発見的論理の学習に最適であり, 発見的論理はその

意識的指導によって高められる,と示唆している。

「数学はいろいろの点において,帰納的推論・類比的推論の研究に対して最も適した実験材料で

ある,と私には思えます。……」
42)

「蓋然的推論を有効に使うことは実際的技能であり,他の任意の実際的技能と同様に,模倣と練
習とによって学ばれるものです。」

43)

このように,数学教育において,発見的論理を重視 し,それを意識的に指導することの意義は極
めて大きい。また,G.Polyaによれば,その指導の効果も期待できる。 数学教育現代化の動きの
中で,論理指導が重要視され,その実践も試みられているが,大方の傾向として形式論理の重視が

目につく。数学における形式論理の重要性を否定するものでないが,上記のような発見的論理の意

義を考えれば, G.Polyaが ぃうように,数学科としては「証明することを必ず教えよう,だがま

た推測することも教えよう」
44)の
標語のもとに,発見的論理の指導も意識的に行なう必要があると

考える。

すなわち,演繹的論理の外に,(J帰納的推論,類比的推論の方法・特徴,数学における役割を教
え,121で きるだけ多くのことを生徒に発見させる,(31結果を推測させて自分の課題に興味をもたせ

る,(4)漠然とした対象の中から本質的な形式・ 関係を抽出する,(5)類比によ る知識 の統合化を図

る,な どの指導も重視すべきであろう。

(2) 演繹的論理と数学教育

論理*指導の必要性と意義 生徒が数学を学習するとき,提出された命題の真実性を検証しよう
と思えば,いつでも演繹的論理を用いてこれを示すことが要求される。 また, 日常生活において
も,われわれは演繹的な推論をすることを常に求めている。それは,意識的にするにせよ,あ るい

は暖昧な形で推論するにせよ,証拠といわれる事柄から,結論といわれる事柄を導いている。この

ように,論理は,数学はもとより,人間の生活すべてにわたって重要な役割を果している。
にもかかわらず,論理指導は今までの教育では盲点であったといえる。なるほど,論理的思考力
の育成は過去の数学教育においても常に重視されていたが,そ こでの指導は,論理を意識的に取上

げて指導するということではなく,図形教材を主とする論証指導を通して自然に培うというもので

あった。その結果として, 正13)で述べたように,中学生 。高校生の演繹的推論能力は実に不安定で

あり,特に,生徒が,数学の学習の中で,論理的法則にしたがって思考することを 自覚 していな
い。彼等の論理的思考力は,幼児から言葉の学習とともに徐々に発達して形成されているが,教育
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の過程で,その推論形式の妥当性についての客観的反省の機会が一度も与えられていない。それゆ

え,彼等の演繹的推論は,数学的に,形式的に純化されたものでなく,その推論対象の命題の見か

けの上の真偽に左右される,実に不安定なものになっている。
このような問題を打開するためには,従来の数学教育におけるように,何々の指導を通して論理

的思考力を養うという消極的方法でなく,論理を正面から取り上げ,各々発達段階に応じた論理指

導を組織的に行ない,学習した結果を数学の学習において意識的に用いるような指導が必要である

と考える。

論理指導の第一の意義は,論理の意識化である。日常言語生活を通して自然に培われた推論形式

を,数学的に純化して論理法則として抽出する。そして,その妥当性を真理表やベン図式で検証す

ることによって,今まで意識せずに用いていた論理形式に客観性を与える。このような指導は,生

徒に真理表やベン図式の意義,論理の重要さを確認させ,以後の学習においても,文章表現に注意

したり,推論方法を意識的に検討する傾向を生む
44)

第二は, 日常用いられている論理と数学における論理の純化の程度の差についてである。数学に

おける論理は日常論理に基いているが, しかし,それは数学用に純化された形態と意味をもってい

る
4り
。通常の教育や日常言語生活で自然に体得された人間の論理は数学における論理のように純化

され,高められていない。それゆえ,数学における論理を理解させるためには,組織的な論理指導

が必要であり,数学における論理指導は,言語における文法指導以上の意味をもつ。

第三に,論理の形式化の意義である。われわれ人間は何かを考えるとき,記号論理は意識しては

いないけれども,一応論理的に考える。これらを反省し記号化してみると,記号によってその法則

性が明確になる。それによって,「人間の正しい考え方はそれなりに一つの体系を作っていて,そ

の正しさの根拠も確立できる」
46)こ
とがゎかる。このことも論理指導の重要な意義である。また,

命題の記号化は,複雑な文章の読解などにおいて,記号表現によってその文章の構造を明確にし,

その読解を助ける。ここにも,論理の形式化,命題の記号化の意義が考えられる。
その他,論理代数を指導 し,その発展として電子計算機に対する理解を深かめることも論理指導

における一つの意義と考えられよう。

論理指導の問議点と系統 さきに述べたように, 日常用いる論理も, 数 学 の学習に必要な論理

も,そ の殆どが述語論理に包括される。したがって,数学教育で論理指導を取上げる場合,述語論

理までの指導を考えなければ,その目的を十分果すことができない。
一般の論理学の本は,命題論理から述語論理に進み,命題論理を基礎として述 語 論 理 を構成す

る。論理指導においても, この順序を踏襲しようとすれば,中学校における論理指導は困難である

と考える。命題論理を基礎としての述語論理への道は,その行程が長く,ま た条件文の真理値とい

う険しい峠がある。Ⅵ(1)の命題論理で考察したように,条件文 →́?の真理値の理解の困難さは,
その実際上の使用が ´カベ偽の場合を考えない, というところに第一の抵抗があり, さらに,´ が
偽のときに Tの真偽にかかわらず →́クの真理値を真とする, ということに第二の難点がある。
著者の論理指導の実践によれば, 高校一年生でも半数以上が, 真理値の拡張の必要性を認めなが
ら,条件文の真理値に抵抗を感じている47)。 したがって,中学生には, この条件文の真理値の理解
は困難であろう。また,命題論理から述語論理への行程は長がく, このようなオーソ ドックスな構

成を中学生に課すのは無謀であると考える。

したがって,中学校の論理指導は,石谷氏も述べているように48),集合と結びついた述語論理 ,
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つまり集合論理 (ク ラス論理)をベン図式をシエーマとして指導するべきだと考える。また,高等

学校においては,真理表に基いて命題論理を指導し,その基礎の上に,特殊・一般の考えを重視し
て述語論理を構成する。

中 学 校
高 等 学 校

中学校では,集合の概念や記号を予備知識として,条件命題 *,真理集合の概念を導入し,集合
の間の関係や集合と元の関係から, 述語論理の論理法則を導き出し, これを定式化する。 この場
合,条件文 (́″ )――う●(″)の真理集合は考えないが,V″ [´ (″)一>?(″)]が真のときの関係

(́″)一→T(π)が常に真 ぐ→  P⊂ Q
を定式化する。これをもとにして,恒真命題の逆や対偶が恒真であるか否かを検討したり,推論の

有効性を検証する。 ド・モルガンの法則は,ベ ン図式で容易に確かめられ,論理的にも重要な性質
であるから,これも指導内容に合める。

高等学校においては,命題論理で真理表を与え,論理法則を指導 し,簡単な命題が変形できるよ

うにする。述語論理では,限定記号V, ユを用い,限定命題の否定,命題論理と述語論理の関連を
示す基本性質,推論方法を指導する。また,証明法では間接証明の意味を明確にする。
高等学校の論理指導は公理的方法でやるべきだと述べている人もいる。しかし,高等学校の数学
自体が公理的になっていないのに,論理の構造だけを公理的に取扱うのも問題があろう。中等教育
における論理指導は,その主目標を,論理の自覚,論理の意識化におくべきで,公理的方法による
指導は高校生向きではない。

Ⅷ  中等教育における論理指導

(1) 基本的考え方

以上,論理指導の意義や問題点について考察してきたが, ここでは,中等教育において論理指導
する際の,基本的な考え方について要約する。
① 論理の意識化 さきにも述べたように,論理指導は従来の数学教育における一つの盲点であ
った。論理的思考力の育成を目標に掲げながら,その意識的・組識的指導がなされていなかったの
で,生徒は自分達の推論に何ら疑いももたず,反省もしなかった。勿論, 自分達の推論が論理法則
にしたがっていることも,彼等は自覚していない。したがって,論理指導で第一に考えるべきこと
は,生徒に論理を意識させ,人間の正しい推論はある形式をもった論理法則にしたがっていること
を自覚させることである。また,人間の推論を支えている論理法則は,それなりに一つの体系をも
っており,その正しさがベン図式や真理表で確かめられることを知ることも重要なことであろう。

② 発見的論理も重規する 数学的思考は演繹的論理だけでなく,一般化する思考,抽象する恩
考,帰納や類比の思考などの非形式的思考も重要な数学的思考であり,特に創造活動においてはこ
の非形式的思考が主役を演ずる。数学教育の最も大きな目的は, 自然現象や社会現象の数学的な面

を考察し,その本質を見極め,その諸性質を立証し,その結果を役立てる, という総合的な能力を
養うことにあると考えたい。この恩考過程を示せば,

集合論理 (ク ラス論理 )

命題論理 ――,述語論理

*)命題関数を意味する。中学生にとっては,条件命題の方が用語として簡明であろう。
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考察―→構想 (本質の抽出・定式化)一→立証一→応用 (結果の利用)
となる。考察,構想には発見的論理が重要な役割を果 し,立証,応用には演繹論理が用いられる。
そこで,従来ややもすると,立証,応用の演繹的論理に偏した数学教育を改め,考察・構想の発見
的論理も重視する数学教育を考えるべきである。 したがって,論理指導においても,演繹的論理と
ともに,発見的論理も重視 し,両者の特徴や関係を理解さす指導が必要である。 特に, 帰納, 類
比,演繹の推論を同じ場面で取上げ,発見的推論の後に必ず演繹の必要性を感じさせる指導が極め
て大切である。このような指導によって,帰納,類比,演繹の役割や関係が明確になるであろう。
③ 指導系統 数学の定理は殆ど Vχ 〔́ (″)→T(″ )〕 の形である。また,数学における論理も
日常の論理も殆ど述語論理に包括される。それゆえ,中学校,高等学校で論理指導する場合,それ
ぞれ述語論理に関する指導を究極の目標と考えるべきであろう。さきに述べたように,中学校にお
いて,命題論理から述語論理への構成は困難であり,ま た,教育的効率という観点からも疑間をも
つ。したがって,中学校においては,集合と結びついた述語論理,つまり集合論理をベン図式をシ
エーマとして指導する。 高等学校においては, 真理表に基いて命題論理を構成し, その基礎の上
に,命題関数の導入と特殊・一般の考えを重視することによって,述語論理を構成する。 したがっ
て,演繹論理の指導系統は次のようにしたい。

集合論理 (ク ラス論理)一→命題論理一→述語論理

④ 数学上の例を多く取上げる 数学における論理は, 日常的論理から抽象され,純化されてい
る。これは,た とえば,論理語「または」,「～ならば,～」の意味に端的に現われている。この
ように純化された論理は, 日常言語生活を通して自然に身につくものでなく,意識的に指導するこ
とによって,は じめて確立するものである。この日常的論理を純化することは,単に日常的な例や
問題を持出しての論理指導では果されない。やはり,数学上の例や問題を多く取上げた,数学と密
着した論理指導によって,その純化が可能となろう。また,数学に結びついた論理指導であってこ
そ,それが後の数学の学習に役立つと考える。それゆえ,論理指導は,数学上の例や問題を多 く取
上げた,数学と密着した論理指導でなければならない。
③ 内容を精選し用語は簡明に 論理指導というと,公理系と推論規則から出発する記号論理学
の指導をしなければならない,と考えている人もいるが,中等教育においては,そのような指導は
不可能であり,教育的に有益でない。中等教育における論理指導は,論理を自覚させる,生徒自身
がもっている論理を数学的に純化する,後の数学の学習に役立てる,な どの観点で考えるべきであ
る。 したがって,記号論理学の入門書にある項目をそのまま下して,論理指導のプログラムを作成
するなどは厳に慎みたい。あくまでも,上記の観点に立って内容を精選し,用語・記号も必要最小
限に,簡明なものを選ぶべきであろう。たとえば,合接,離接,連言,選言,命題論理関数など,
生徒の記憶に負担がかかる用語はできるだけ避けたい。中学校では,命題関数の代りに条件命題と
いう用語を用いるのが簡明であろう。 記号は論理法則を形式化するのに必要であるが, 中学校で
は,～, V,A,→ ぐらいにとどめ,限定記号 V″, gχ を用いるのは避けたい。
③ 論理的思考力と創造性の育成 論理指導の究極の目標は,論理的恩考力と創造性の育成にあ
ると考える。これは,単に論理に関する内容や記号を指導するということだけでは解決できない。
論理に関する内容や推論方法についての指導は,論理的思考力や創造性の育成に必要であるが,そ
れらの推論方法を利用する能力を養うことを怠っては,上記の目標は達成されない。したがって,
論理指導は,表面的な論理の知識の習得に終らず,数学の学習のいたるところで,習得した論理の

78



鳥取大学教育学部研究報告 教育科学 第11巻 第 2号

知識を駆使する機会を与えなければならない。すなわち,推論方法や論理法則についての指導を集

中的に行ない,常時の学習でそれらを意識的に利用する指導が必要であろう。さきにも述べたよう
に,帰納,類比,演繹の推論を同じ場面で取り上げ,発見的論理と演繹的論理の相互作用を重視す
る指導は, この意味で極めて重要であると考える。

次に,中等教育における論理指導の実践案を示す。中学校案は,本年 14月 ,附属中学校で実践さ
れる予定である。高等学校案についても,機会をみて実践 したい。

(2) 中学校における論理指導

<中 1> 。    →́?     V́?
§1 発見の推論                      ～望     ～T
rJ 帰納の方法   12)類推の方法          .・ .～  ́    ・・・´
§2 命題と集合                 。 誤りやすい推論形式
(J 命題の意味   2)論 理用語      ほ)論証の意義
0 条件命題と集合              。 命題の真偽と証明
に)論理用語と集合の関係           。 仮定と結論  。 論証の意義
§3 正しい推論              §3 逆・裏・対偶
(1)推論形式 (次のような型の推論)    §4 ドニモルガンの法則
→́T    →́?    →́α        <中  3>
 ́    ?→ ″    →́″    §1 発見の論理
・
・
・ ?   。・・ →́″   .・ .´→TA″    (J 帰納   12)類推
12)定義と性質               9 帰納・類推の役割

<中 2>             §2 証明の論理
§1 発見的な推論              (1)条 件命題と真理集合

(J 帰納と類推               0 推論形式

12〕 帰納・類推による結果はつねに真と     。 正しい推論  。 誤りやすい推論
いえるか。                 o 証明に用いられている推論形式の検討

§2 演繹的な推論              俗)間接証明法
性1 条件命題と集合            §3 論証の意義
修)推論形式               (→  定義,公理,定理
。 一年の復習              12)数 学の体系

(3) 高等学校における論理指導 (高 1～高 2)

§1 発見的論理              §2 命題論理
(1)帰納的推論               (D 命題の意味と結合

12)類比的推論               2)命 題の構成と真理表

ほ)帰納・類比の推論による一般的な誤り   13)同値,恒真 (恒偽),合意
14)数学における帰納・類比の役割     (4)論 理法則  (51 推論

79



笹田昭三 :論 理 と数 学 教 育

§3 述語論理                §4 定理と証明
(1)命題関数と真理集合           (〕 公理系と定理

似)命題関数の合成と真理集合        似)必要条件,十分条件,同値
(9 限定命題とその法則 (I)        俗)証明の方法
(特殊化・存在化,否定)         。 反例による方法

性)限定命題とその法則 (■ )         。 直接証明
(2項述語について)           。 間接証粥 (背理法)

働 限定命題と集合              。 数学的帰納法
脩)推論

Ⅸ 要    約

数学は, 自然科学のみならず, 社会科学や企画・ 経営・管理などの分野に広く適用されつつあ
る。 そこで重要なことは, 現象を分析したり, その構造を数学的に定式化する数学的恩考であっ
て,単なる数学上の知識や技能ではない。数学的思考を身につけることは,も はや現代人にとって
必須な条件になってきている。また,電子計算機の出現は,計算能力の訓練に大半を費した従来の
数学教育に,その変革を迫っている。
そこで,本論文では,帰納,類比,演繹,公理的方法など,数 学 的思 考 の基本的なものについ
て,数学教育の立場から考察 した。また,従来の数学教育のあり方を反省し,帰納,類比などの発
見的論理も合めた論理指導を,中等教育で組織的に行なうことの必要性を論述した。
最後に,中等教育で論理指導する際の基本的な考え方とその実 践 案について述べた。 中学校案
は,本年 11月 ,附属中学校で実践される予定である。高等学校案についても,機会をみて実践した
い。
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SuMMARY

Mathematics is nOlv being appiled not only to natural science, but also widely tO such fields

as social science,PIanning,and management, ヽヽたhat is impOrtant in this applicatiOn is not the

mere knowledge and techniquc Of mathematics,but mathematical thinking by which 、ve can

ianalyse the phenomena and by which、げe can formulate their structure mathematically. The

rdevelopment of the Faculty of mathematical thinking has nOw become an indispensable condit‐

ion in the present‐ day world.  And the advent of computer urges us to improve the traditiO‐

nal school mathematics in which、 7e haVe been largely engaged in cultivating the faculty oF

calculation.

In this treatise,theretore,the writer exatlined what、vas essential to mathematical thinking

(i・  e・ , inductiOn, analogy, deduction, akiOmatic method, etc.)frOm the stand_Point of the

teaching of m2thematics.  And a carettul examination of the traditioual school mathematics

niade the Lvriter £eel keenly the neccessity oF the deliberate and systematic teaching of logic in

tsecondary schools including probable interence, such as inductiOn, analogy, etc.

In the last resort,the writer prOPOsed some plans of imprOving the method of the teaching

of logic in secOndary schools, His Plan for the teaching o£ logic in 10wer secondary schools

is tO be carried out in November of this year at Lower Secondary School attached to Tottori

University.  And the one for uPper Secondary schools wiII be carried out some day in the

near future.

(1969年 10月 31日 受 理 )


