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1　序

　Sobolev空間iこおける境界値問題固有値問題などの研究はF．　Stummel1），　R・Lattes　and

J．－L．Lionsりらによってなされている。

S。b。1。v空間WΩ）の紛蜘丘5（Ω）の完硫をHl（Ω）とする。

　一般にHl（Ω）⊆WパΩ）が成立するが，特にΩ＝R”の場合にはHぎ（1～”）＝W㌣丑ξ）が成

立することが知られている3）。

　本稿は鵠（』～り妄Wん（1～ノリなる例である瑞（（0，1））の性質について述べたものである。

箋．

2　記 号

本稿ではつぎの記号を用いる。

　　Ω　　　：R力の開集合

　　▽鳶（Ω）：Sobolev空間，すなわちZ）sゾ∈L2（Ω）なる複索数値関数の集合で，　scalar

　　　　　　productをつぎのように定義して得られる空聞。

　　　　　　　　（∫，9）戸愚∫悟鋼・顕輌

　　　　　　ここで，Z）5∫（幻は超関数の意味での導関数（distribut輌onal　deriva亡ives）で

　　　　　　あり，かつ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂s’二　　　　　　　∂s・　　　　　　　　　　　∂s2
　　DSル）＝…∂克s、「厄…‥”…”亭一扉百

　　　　　　　　1　　　　　2　　　　　　　　　　　　　〃

　　iSl＝S1十S2＋………＋S刀

である。

詮1（Ω）、Cξ（Ω）に、ca1。。　p，。d。。・を

　　　　　　　　　　　　　∫　　（プ，9）㌍Σ　DS∫（かDSg④旗
　　　　　　固三力　ρ

によって定義して得られる空間。

瑚Ω）、飾Ω）の完蹴。

＊数学教室



2 栗林幸男

　　　　　　　　　　　　　ろ　H；（（0，1））について

　H叙Ω）においてκ＝た＝1，かつΩ＝（0，ユ）なる場合を考える。

　ゾ∈醐（（0，D）∩C1（（0，1））とし，かつ∫は実数値関数とする。

　1＞ε＞0　なる任急のεに対して
氏倉1（（・，1））なる実雛関蛎を適当にとると

　　　‖∫一五ii1〈ε

が成立する。

　Schwar£zの不等式によって，昔〉δ＞0なる任意のδに対して

　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　（∫7げ（・）イニω）∂・　θ）2≦∫：iアω磁）司：1・血

　　　　　　　　　　　　　　くε

が成立する。

　ここでκ0∈（δ，き），かつゾ（κ0）＝Z、（ズ0）

なる鋤が存在すると仮定してよい㌔

　この鵡に対して

　　　（∫1（鋼ゴニ唖）2≦∫liアぽ二ω副㍍

　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　　　　　≦∫：1四一∫二（川句：1・ぬ

　∴　（一ゾ（δ）＋五（δ））2＜ε

　ε（＞0）は任意であるから

　　　∫。（δ）一→ア（δ）　　（〃→◎。）

が成立する。

　一方，δを十分小にとれば，九∈C；（（0，1））であるから

　　　ア。（δ）＝0

　∴　∫（δ）2＜ε

　∴　1輌m∫（δ）＝o
　　　δ→㌻o

従って∫（0）＝0とする。

　Schwartzの不等式によって

　　　（∫：（削一∫二嚇）2≦∫：…四一鋤⇒：・血

・；（∫（・）一み（・））2≦∫：げ’ぴ）イニぱ血

＊　備考　（1〕
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　・　1im　∫（δ）2　＝0

　　　　　　　δ　　　δ一・＋o

同様にして

　　　1三mゾ（δ）2＝o
　　　δ→1－0　 1＿δ

が成立する。

　従って9（め＝C（エ∈（0，1））なる関数は，刀；（（0，1））には属しない。しかし，W1（（0，i））

には属するから∬；（（0，1））⊆W1（（0，1））である。

　なお　　カ（κ）＝0　　（0＜克≦－i｝）

　　　　　　　＝1　（すく劣く1）

なる関数は，導関数が関数ではないから，W1（（0，1））に属しない。

　さらにつぎの命題が成立する。

　命題　∫∈C1（（0，1））なる実数値関数∫（κ）が

　　（・）漂∫ωLo

　　（・）控。讐一・

　　〈c）　げ’（x）i≦M　〈ズ∈（0，1））

を満足するならば，∫∈醐（（0，1））となる。

　この命題を証明する前につぎの補題川，（2）を証明する。

　補題（］）∫（めは命題における条件（a），（b），（c）を満足するものとする。

　　　・；ω一・（・＜；）

　　　　　　一・（・＞1）

　　　　　　一・卵（1　　　　　　　1　　　≦克≦2η　一　　一　　，2）

によってα叙めを定める。　（ここでκ≧10としておく）

　　　α。ω＝α》ωα隻（1一劣）

とおくと

　　　‖∫一∫α，埴一〇　印→・。）

が成立する。

証明

　⊥　　　　　　　　　　　　　⊥　　　　　　　　　　　　　　　⊥
∫：鋼・（1一α。ω）≡∫：ゾ（訓一碗〈晒≦∫：ル＞w－・＠一・・）

∫『（醐一（施）昧噛≦∫『鋼・…∫…げω酬・㎞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2♪～
　　　　　　　　　　　　　　　　⊥
　　　　　　　　　　　　　　＋∫工∫（禰・・

　　　　　　　　　　　　　　　　2π
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　ここでF（め＝maxげ（Xo）1とおくと
　　　　　　　　　　　O≦Xo≦κ

　　　　≦吟・・MF（；）・F（；）2・・一・（一）・

　区間［丁，1）においても同様であるから，補題（1）の成立することがわかる。

編（2）点（…）・（か；・・）・（；・‡…）・（1÷・・）・（；・

え・・）・（1－1÷・）・（1；＋一㌃・一・・）・（1；一；・一・・）・（1一

かえ・・）・（1・・）酬に結んで得られ・折線をグ・・とす・撒を

　　　　β隻（尤）　　　　（0≦尤≦1）

とする。（たとえばμ≧10のようにとる）

　　　　醐づ1β》（・）・・（幽）

とおくと

　　　　‖∫ακ一∫β刈1－　o〈κ→oo）

が成立する。なおこの場合もゾ（めは条件（a），（b），（c）を満足するものとする。

　証明　げ’（めi≦M（エ∈（0，1））であったが，条件　（a），（b）より，同時に　げ（めi≦M

（κ∈（0，1））が成立するものとしてさしつかえない。

　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　エ

　　　　∫rげ⑳（一）醐1∋‡1：1酬・魎）品（鋼

　　　　　　　　　　エ　　エ
　　　　　　　≦∫三M・・一一・（一）

　　　　　　　　　　2π　刀3

　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ

　　　　∫ご1（鋼醐）’一（鋼ぴ剛・∋：醐蝋・）一⑭）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　エ
　　　　　　　瑚（・；、（・）一卿1・・ヨ《：ζ醐（⑭一β・（・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌘，13

　　　　　　　・∫卵ω一β：（棚…＋∫こ1《脚く・・ω一β・・（・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ば

　　　　　　　・施）蜘一β：ω）1…≦∫蕊蜘α〃ω一剛・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2刀　　〃3

　　　　　　　＋21αη（克）一β・・（劣）｝iα；、（克）一β；、（エ）1＋iα；、〈κ）一β：（鑑）｛2｝4ズ

　　　　　　　　　　⊥⊥よ
　　　　　　　・∫：1ご蜘⑭一β〃・（・）1…⑭一触川・；、ω一鯛1

　　　　　　　　　　鋼～　　　η3

＊備考　②

霧
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　，　ヱ
　　　　　酩（ぷ（州・・≦∫三±刑勘＋繊
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2〃　〃3
　　　　　　　き　　エ
　　　　　・∫こ‡卿w＋剛・一・（・一）
　　　　　　　〃　　　刀3

　区間［丁，Dにおいても同様である。

　従って補題（2）が成立する。

　命題の証明

　　　iiアー∫βκii　1≦‖∫一∫α〃ii1＋‖∫αη一∫β〃1㌔

であり，補題（1），（2）によって右辺の各項は0に収束するから

　　　‖ゾー∫β刀i：1－0　　　ψ→Oo）

が成立する。∫β’・∈C；（（0，D）であるから∫⊆H；（（0，1））が成立する。

　また複素数値関数については，実部と虚部にわけることによって上の性質がそのまま利用で

きる。

　備考　閨　鋤∈（δ，÷），かつ∫伽）＝Z。（刈なる陶が存在すると仮定してよいことの証

明。

　交点が存在しない場合には

　　　9、ωはC1級9、ω≧0，　ca・（9、）⊂（δ，±〕

　　　　　　⊥
　　　2ε＜医（鋤＜3ε，かつ

　　　　　　⇔
　　　　⊥
　　　乃・二（・）池一・（・一・）

　　　　o
なる条件を満足する関数g、（κ）を加減して考えればよい。

　これらの性質をもつ関数はたとえばつぎのようにして求められる。

　　　〃∈C1（（0，1）），かつcar（幼⊂（δ，十）なる川κ）≧0が存在することは明白である。

　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

　　　∫：・（獅一ん∫：醐・±8

とおく。

そ・で砕）づ蚕ω剛ば

　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ

　　　∫三＆（獅一一ピ∫二・1（・池一一諸・

　　　　〆，　　　　　　　　　　　　　　　η
であるからこの9、（勾は条件を満足する。

　　　　（2）∫磨一・（・一・・）ならばF÷）2－・（・一・・）・城立す・．

　証明　成立しないと仮定する。すなわち，適当にε（＞0）をとれば任意のκに対して鋤≧0
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が存在して

　　　　　。，ぺ㌧かつ．8（劣・じ≧ε
　　　　　　　　　　　？2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　工力

が成立するとする。

　各κに対して

　　　　　F㈲＝∫（鋤　（o＜劣k露，、）

なる式が存在する。この㍊に対して

　　　　　・≦撃≦響2

となるから，・れは∫ ﾌ）一・・（・一・・）であ・・と甑す・．

　　なお本稿は，昭和45年度Li本数学会中国・四国支部会（昭和46年1刀31i」）において発表し

た内容に加筆したものである。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Suxnlnarア

　　The　subspace」日；（（0，1））　of　the　Sobolev　space　τγ1（（0，至））　has　been　studied，　from　which

the　follow輌ngs　were　obtained　as出e　main　results；

（i）　Let∫be　an　element　of　the　set　H；（（0，1））汀C1（（0，1））．

Then∫satisfies　the　followlng　condltions：

（・）蜘。一聖二・

（・）垣。響一・

（ii）Let∫be　an　element　of　the　set　C1（（0，1））wi古出e　foUowil〕g　properties：

（・）。亘竺。ア（芝一一・

（・）。㌍ぼ豊2－・

（c）iア’（駕）i≦M（定（0パ））．

Thenゾis　an　element　of　the　space盈；（（0，1））．

蓼


