
第一階論理の特徴

田畑博敏

はじめに

われわれは言語を用いて世界を記述する。すると、当然のことに、記述内容や記述様式は用いる

言語の表現能力に依存する。論理や数学で用いられる標準的な言語としての第一階（述語）論理の

言語（第一階言語）には、ある種の制約があり、そのことにより、記述される世界（構造）の姿が

多様な仕方で現れる。本論では、この第一階論理が持つ言語としての表現能力の特徴を考察する。

第一階論理が描く世界は、構造~＝ (A、〈主＞iel、＜Rj>jeJ）として与えられる。構造3とは、対象の

領域としての非空の集合A と、 A上で成り立つ関数毛（の列）および関係 Rj（の列）の三組から構成

される抽象的な世界である。言語としての第一階論理は、文結合子と量化子としづ論理語に加え、

個体を表す項（定項と変項）および述語記号と関数記号を備え、項と式（文）の形成規則と計算体

系とが整備されている。さらに、これらの言語が取る値（＝意味）が形式的な意味論（モデル論）

として用意されている（1）。個体項にのみ量化の作用範囲を限定するという第一階言語の制約によっ

て、第一階論理には表現できることとできないことがある（その代表的な例を第 1節で見る）。しか

し、制約があるとはいえ、第一階論理は、よく研究されている多くの数学的な構造を、公理と呼ば

れ構造を定義する有限個の文の集合を与えることで、充分よく表現する能力を持つ（第2節）。その

ような第一階論理には、これを形式的体系と見たとき、さまざまなメタ定理が成り立つ。このこと

も、第一階論理の特徴の一つで、ある。特に、コンパクト性定理は、第一階論理の言語としての表現

能力に関わり、例えば、「有限性jや「無限性j といった性質の公理化可能性（＝定義可能性）に直

結する（第3節）。しかし、レーベンハイム・スコーレム定理というメタ定理は第一階論理の表現力

の弱さ・欠点ともみなされる一方で、このメタ定理から帰結する非標準モデ、／レに関わる多様な結果

は、論理の方法が持つ有効性を実証するものである（第4節）。以下では、このような形で、第一階

論理の著しい特徴のいくつかを取り上げ、それらの哲学的意義を考察する。

1.第一階論理で表現できること、できないこと

第一階論理で表現できることのうちには、数に関するいくつかの概念や命題がある。

1. 1 f少なくともJ(at least) 

「少なくとも n個の対象（＝領域の要素）が存在するj とbづ概念（これをれと表す）は、以

下のように、第一階論理の（等号‘＝’を含む）論理記号だけで表現できる：
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ψn三ヨY1ヨY2…ヨYn/¥J;:;iくj豆nYi"=f=.yJ 

（ここで、‘E ’は左辺の概念が右辺で定義されるということを示すメタ言語のつもりであり、同一

性を主張するのが目的ではない。以後も使用する。）

nを数詞を予想する変項と見ると、蜘zはnについての（第一階の）概念となるが、 nに具体的な数

詞を代入すると、ある具体的な個数以上の対象の存在を主張する命題が得られる。例えば、 n=3の

場合は、「少なくとも 3個の対象が存在するJという命題が、

cps三ヨy1ヨy2ヨys(y1手:Y2八y1手:Y3/¥ y2:/=y3) 

と表現される。

1. 2『たかだか』（atmost) 

また、「たかだか（多くとも、せいぜい） n個の対象しか存在しない（0個の場合も含む）Jとい

う概念は、以下のように、第一階論理の言語で論理的に表現できる：

χn=Vx0Vx1 ... Vxn Vo::::iぷ

nに具体的な数詞、例えば‘3’を代入して、 n=3としてχ3を作れば、これは「たかだか3個の

対象しか（領域には）存在しなしリとしづ命題を表現する；

χ3=: Vxo Vx1 Vx2'¥fx3(xo=x1 Vxo=x2Vxo=x3 Vx1=x2Vx1=x3 Vx2=x3) 

「少なくとも n個存在する」が丁度n個の変項を用いて連言で表現されるのに対して、「たかだかn

個しか存在しないjの方は1個多いn+l個の変項を用いて選言で表現できるという違いはあるが、

いずれも類似の仕方で数概念を、第一階の論理記号のみを用いて表現することができる。

1. 3 『丁度n個存在するjと有限・無限

以上の二つの数概念、すなわち、「少なくとも n個の対象が存在するJという概念と「たかだ、かn

個の対象しか存在しなしリという概念を用いて、すなわち、それらの表現を連言で結合することに

より、 f丁度n個の対象が存在するj とし寸概念、を、恥八χnとして表現できる：

。n／＼ χn三ヨYIヨy2…ヨYn/¥1利三nYi手yj
八Vx0Vx1…VxnVo::::iぷnXi=Xj 

言い換えると、有限の個数についての概念を第一階論理は表現できる。「丁度 n個の対象の存在J

を表現するとき、具体的に数値を決定していないとはいえ、「n個Jの‘n’はあくまで一定の、固

定された有限の数が意図されている。従って、有限性そのもの（有限性一般）を表現している訳で

はない。では、「有限性jは第一階論理の言語で表現できるのか。これはできないこと、たとえ無限

個の論理式を使ってもできないこと、が分かつている。さらに、「無限性」はどうか。 f無限個の多
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くの対象が存在するj ということを、無限個の定項を援用し、無限個の論理式を用いれば表現でき

る。定項を援用しないで純粋に論理的な言語で無限性を表現する方法として、よく知られたデデキ

ントの定式化がある。すなわち、ある集合（領域） Aが無限である（無限の要素を含む）とは、 A

からA自身の真部分集合の上への（＝その部分集合全体をカヴァーする）単射（異なる要素を異な

る要素へと移す写像＝ 1価関数）が存在する、というのがその定義の仕方である。 Aが有限集合で

あれば、 Aの真部分集合の要素の個数はA自身の要素の個数より小さくなるから、対応させる先の

要素の個数が少なくなってしまうのととろが、単射は定義域の要素の「多さかげんj をそのまま保

って対応させるから、有限集合の相手先の要素の数が足りず、重複せざるを得ない。よって、単射

は存在しえない。そういうことができるのは無限集合にかぎる。そこで、これが無限集合たること

（「無限性J）の定義と見なされる。しかし、これを表現するには、一階の論理言語ではできない。

全称記号‘V’を関数（または関係）記号にも作用させる二階の量化が必要があり、（少なくとも）

二階の論理言語に訴えざるを得なし、からである。

しかし、本論では、第一階論理の表現力の弱さを、高階論理でどう克服するかという問題ではな

く、そのような表現力の制約にも関わらず、第一階論理の持つ柔軟性と多様性を追究することを目

指す。そこで、次節で、第一階論理の公理化可能性、すなわち、どのような概念を定義できるかと

いうことの具体例に当たる。

2.公理化可能性

論理言語が有効に用いられるのは、例えば、数学的構造をし、かに正確に定義するか、という場面

においてである。数学的構造で成り立つ（＝真である）文を体系的に含意する原理的文を公理とみ

なし、そのような構造で真である文と公理との集合を、理論（theory）と見なす。例えば、群（group)

としづ代数的構造において、それが群である限りにおいて成り立つ事柄の言語的表現（＝文）の集

合が、群の理論である。逆に、いくつかの原理的命題（＝公理）とその帰結の集合（＝理論）を成

り立たせる構造、つまり群の構造は、そのような理論のモデ〉レである。こうして、論理言語には、

そのような理論の中核となる概念や命題を、または理論のモデルである構造のあり方を、原理化な

いし公理化とし寸代方で定式化する（定義する）ことが求められるの第一階論理には、概念や構造

を定義し公理化できる能力がどの程度備わっているのか？以下、公理化可能な性質、公理化可能な

構造、公理化可能な理論という三つの観点から、第一階論理の定義能力を調べよう。

2. 1公理化可能な性質（axiomatizable pr叩erty)

構造の持つある性質が公理化可能である（第一階論理で定義可能である）ということはつぎのよ

うに定義される。

2. 1. 1 定義

性質Pが公理化可能な（axiomatizable）性質である

件言語Lが存在し、 Lの文の決定可能な集合エ（L ~ SENT(L））が存在して、

（γG;) ｛￥；が構造であるならば、防~Lのモデルである（\tEMod（エ））伸広がPをもっ。

この定義の言わんとすることは以下のようなことである。性質 Pは構造6が持つ性質であるから、

そのことと、 Pを言語的に表現する文がその構造で成り立つこととが同じことになるような、文の

集合がなければならない。しかも、この文集合は、任意の文が当該集合に属すか否かを有限回のス
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テップで判定できるような手続き（決定手続き）を備えたものでなければならない。

さらに、ある性質が有限の言語で公理化可能である（＝記述する文である公理が有限個で済む）

ことは、つぎのように定義される。

2. 1. 2 定義

性質Pが有限的に公理化可能（finitelyaxiomatizable）である

件Pが公理化可能な性質であり、しかも（Pを記述する）公理の集合が有限集合である。

いくつかの実例を見ょう。

( 1）「無限性」、すなわち、構造の要素の数が無限個在ることの表現は、先の恥を、すべての自

然数nごとに具体化することによって得られる。すなわち、定義2.1. 1での文の集合Zを、

I:＝｛ゆnI 1くn}
= {q>n三ヨy1ヨy2…ヨYnA1三id::;nYi非日 ｜ 1くn}

＝｛ヨYIヨy2y1手y2、

ヨy1ヨy2ヨY3(yr:/=y2 /¥ y1f::y3八y2f.y3）、

とすることで表現できる。公理の集合Zの要素は第一階論理の言語で記述された文であり、任意の

文がZに属すか否かを決定する方法もあるが、 Zの要素の個数は無限個である。このように、第一

階論理で「無限性Jを表現するには無限個の論理式を必要とするのであり、有限個の公理では表現

できない。よって、「無限’｜主Jとしづ性質は第一階論理で公理化可能ではあるが、有践的に公理化可

能ではない。これについては、第3節で再考する。

(2) fn個の要素を持つ（0くn)J という性質は有限的に公理化可能である。実際、 n=1のと

き、構造の領域が空ではないと仮定すれば、 VxVy(x=y）により、その仮定がなければ、ヨxVy

(y=y→y=x）によって、それぞれ表現できる。また、 l<nのとき、蜘〈 χnによって表現できる。

それゆえ、（構造の領域が非空であると仮定して）

I:={ （ψn／＼ χ1) V VxVy (x=y) } 

とおけばよl.t¥o 

( 3）「無限性j の公理化に関して、いくつかの注意すべき論点がある。「少なくとも 2つの元を

持つ禰密で、（dense）かっ線形順序（1 i near order）をなす｝II頁序構造Jという概念は、以下の文γl～h

の連言によって公理化可能である。

γ1=Vx (x豆x）・・・反射性

γ2芸 VxVy(x壬y八y豆x→x=y）・・・反対称性

γ3= VxVyVz (x壬y八y~z→x ；五 z）・・・推移性

γ4三VxVy(x豆yVy；五x）・・・比較可能性

γ5芸 VxVy(x壬y八x=f.y→ヨz (x豆z八z手x八z~y八zf;:y））・・・穂密性（density)

γ6三ヨXlヨX2 (x1手X2）・・・少なくとも2個の要素があること

これらの公理が実現した〈これらの公理が成り立つ）構造はすべての要素の個数が無限でなければ

ならない。つまり、これらの公理（とその帰結）に対する有限モデ‘ルは存在しない。仮に、有限モ

デルがあったとする。頗序が線形頗序であるから、各要素に自然数の番号を付して一列に並べるこ

とができるはずである。しかし、隣り合う番号を持つ隣り合う要素 61と62の間に第三の要素は存在

しないから、 γ5の調密性が成り立たず、当の有限モデソレがγ1～γ6のすべての公理を満たすという

仮定に矛盾する。よって、有限モデルは存在しない。だが、 A三｛γ1、γ2、川、 γ4、γ5、γ6｝と
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するとき、 Aのモデノレが必ず無限モデルとなるからといって、この集合ムが「無限性Jを公理化す

る公理系と言えるだろうか？答えは NOである。なぜなら、無限構造がすべて調密な（dense）構造

である必要はないからである。例えば、構造側、三五〉は無限構造である（領域の要素の個数が無限個

ある）が、そのJI慎序は調密ではない（自然数は離散的に存在するから調密ではあり得ない）。

以上のことに関連して、算術の公理系r=｛α1、町、 α3｝を考える。 αl～α3の公理はつぎのも
のである（ここで、 cは定項、 fは関数記号である）：

α1= Vx (c手伝）・・・「cは最初の元であるJ、または「cはfの値域に属さないJ

α2三 VxVy(fx＝命→x=y）・.. fの単射性

α3= Vy (y拘→ヨx(y=fx））・・ ・ r c以外の要素はすべて何かの後者であるj
この公理系（公理集合） rのそデルとなる構造は必ず無限構造である。だからといって、「無限性J
の公理化がこの公理系Fでなされる訳ではない。 rのモデルとしては、構造く回、 0、s＞がある。 0（ゼ
ロ）が定項cの解釈となり、後者関数sが関数記号fの解釈である。後者関数sは、 NからN自身の

真部分集合の上への単射である。まさに無限構造であるから、そのような単射である関数が存在し

うる。しかし、 Fのモデルとならない無限構造側、 0、I>および側、 0、fo＞が存在する。ここで Iは

同一性関数： I(x)=x、foは定数値関数0：品（が＝Oである。構造側、 0、I>およびく図、 0、fo＞が持つ

関数 Iと丸は、いずれも、 NからN自身の真部分集合の上への単射ではない。それにも関わらず、こ

れらの構造は無限構造である。このことが意味することは、公理系rは、これら三つの構造：側、 0、
s＞、側、 0、I>、側、 0、fo＞に共有された「無限構造であるj という性質を定義してはいないという

ことである。公理系rが公理化したのは、ある特定の無限構造の、特定の定項の特定の性質と、特
定の関数sの（無限構造でしか持ち得ない）特定の性質とである。無限構造でしか持ち得ない特定

の性質とは、まさに、「自分自身の真部分集合の上への単射であるJということであるが、このよう

な単射がその構造に「ありうるJということが、無限構造の「無限性Jに他ならない。それが、あ

らゆる無限構造に共有された性質である。しかし、「ありうるJということを言語的に表現するには、

量化表現が必要である。 Fが定義しているのは、特定の関数が「自分自身の真部分集合の上への単

射であるJという性質を持つということであり、そのような性質を持つ単射がその構造に「存在す

る」ということではない。それが、元来構造の持つ f無限性」というものをFが公理化したことに

ならない理由である。 rがなしたことは、構造そのものの持つ「無限性Jという性質を公理化した
のではなく、無限構造でしか実現しない「…なる単射で、ある」という性質をある関数が持っている、

ということの記述である。言い換えると、構造自体がもっ f無限性Jという性質は、第一階論理に

よってではなく、以下のように、第二階論理で表現せざるを得ないのである。

ヨf〔Vx{ x EA→ヨly(yEB八fx=y｝八VxVy(fx=fy→x=y) 

八Vy(yEB→ヨ 1x(fx=y八xEA)）八B~A/\B拍〕

2. 2公理化可能な構造

いくつかの構造は、第一階論理の言語によって公理系を定義できるとき、公理化可能であるとい

われる。

2. 2. 1 定義

構造のクラス貨が公理化可能である

件タイプく8、μ〉の言語Lの文の決定可能な集合Zが存在して、

百＝Mod（~）である。
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この定義の意味は、構造（のクラス）が公理化可能とは、それらの構造がそこで実現しているよう

な公理（文）の集合エ（それは帰属するか否かが有限回のステップで決定できる集合である）が存在

する、ということである。

2. 2. 2 定義

構造のクラス況が有限的に公理化可能である（finitelyaxiomatizable) 

仲いくつかの文の連言αが存在して、買＝Mod（α）である。

構造（のクラス）が有限的に公理化可能であるとは、それが、有限個の文（＝公理）の連言のモデ

ルとなっているということである。

いくつかの実例を見ょう。

( 1)群（group）とU、う代数的構造は、以下のような、有限個の公理の連言内によって定義で

きるから、有限的に公理化可能である。

αG= Vx'¥/y'¥/z (x+(y+z)=(x+y)+z）・・・‘＋’の結合律

八Vx(x+e=e+x= x）・・・‘e’は‘＋’に関する単位元（中性元）

八Vxヨy(x+y=e）・・・‘＋’に関する逆元の存在

ここで、‘e’はO項関数記号であり、‘＋’は2項関数記号である。

( 2）可換群｛commutativegroup）も、つぎ‘の公理αGCで定義できるので、有限的に公理化可

能である。

αGC三αG八Vx Vy (x+y=y+x）・・・交換律が成り立つ群

( 3）代数的構造である環（ring）は有限的に公理化可能である。環を定義する公理は、つぎの

αAである。

αA三αGC八Vx'¥/y'¥/z( x・（y• z) = (x • y）・ z)

八Vx'¥/y'¥/z(x・（y句） = (x • y) + (x • z)) 

八Vx'¥/y'¥/z( (x+y）・ z=(x • z) + (y • z)) 
環の公理は、可換群の公理に、連言で、‘・’の結合律、‘・’の‘＋’に対する左からと右からの分

配律を結びつけたものである窃

(4）可換環（commutativering）も、環の公理に‘・’の交換律を追加した公理αACによって、

有限的に公理化可能である。

αAC三αAAVx'¥/y (x • y=y • x) 

( 5）代数的構造である体（field）は、つぎの公理αCによって有限的に公理化可能である。

αと三αAc！＼αu八αD八α4八α5

ただし、可換環の公理に追加される公理αu、αD、α4、α5は、それぞれ以下のものである。

αu三Vx(u • x=x • u=x）・・・‘u’は‘・’に関する単位元である

αD三Vx'¥/y(x • y=e→x=eVy=e）・・・ゼロの非ゼロのみによる分割の非存在

α4三時：u• ・・加法単位元と乗法単位元は異なる

α5三 Vx(x拘→ヨy(x • y=u））・・・非ゼロの元に対する‘・’に関する逆元の存在

( 6）標数（characteristic）がpである（ 1くpでpは素数）体のクラスは、公理αCCPにより、

有限的に公理化可能である。

αCCP三αcl¥u+ ... P+u=e 

体は、 Vx(p・x=x・x・…p・x=e）となる最小整数pが存在するとき、「標数pを持つJと言わ

れる。このとき、 pは必ず素数となる。
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( 7)標数ゼロ（p=O）の体は、公理化可能ではあるが、有限的に公理化可能ではない。という

のは、標数ゼロの体を定義する公理の集合Aの中に、無限個の公理を用いざるを得ないからである。

Li= ｛αcl U {u+u拠、 u+u+u拘、…、 u＋…P+u向、…｝

すなわち、標数pがし、かなる素数でもないことを示すために、 {u切手e、u+u切手e、…、 u＋…P切手e、

…｝という無限個の公理が必要となるからである。

( 8）部分順序（partialorder）構造は有限的に公理化可能で、ある。定義公理は／hoである。。Po=Vx (x豆x）・・・‘豆’の反射性
八VxVy(x；；五y八y；；五x→x=y）・・・‘三五’の反対称性

八VxVyVz(x豆y八y豆z→x；；至。．・・‘豆’の推移性

(9）線型順序 (linearorder）構造は有限的に公理化可能である。定義公理は、部分順序の公理

に比較可能性を追加した、つぎ、の／hoである。。LO三｛ho八Vx'¥/y(x；；五yVy孟x)
( 1 0）整列順序（well・order）構造くA、R＞は公理化可能ではない。なぜなら、整列順序である

ことを定義づけるには、（i）くA、 R＞が線形JI慎序の関係構造であり、かっ（ii)X~二 A である任意の非空

集合Xについて、 Xが最小元を持つことを述べねばならないが、この（ii)の事柄を第一階論理の言

語では表現できなし、からである。

2. 3 公理化可能な理論

最後に、構造で成り立つ事柄を表現した文の集合である理論Tは、理論の要素である文がそれ（＝

1:）の論理的帰結となる（T=Cn(.E））ような、公理の決定可能な集合Zが存在するとき、公理化可能

である（または有限的に公理化可能である）と言われる。

2. 3. 1定義

理論Tが公理化可能である（axiomatizable)

件（ヨエ） （~ ~二 SENT&l: は決定可能な集合である＆T=Cn(l:))

右辺は「理論Tがそれの論理的帰結であるような公理の決定可能集合Zが存在するj を意味する。

2. 3. 2 定義

理論Tが有限的に公理化可能である

件Tが公理化可能であり、かっ公理の集合Zが有限集合である。

いくつかの実例に当たろう。

( 1）群のクラスgの理論 Th(g）は有限的に公理化可能である。なぜなら、群のクラスgについ

て、 Th(g）が群の公理αG（つまり L＝｛αG｝）の論理的帰結である（Th(g) =Cn (g））、と言え

るからである。もちろん、この場合の公理の集合エは有限集合である。同様に、可換群、環、体な

どの理論もすべて有限的に公理化可能である。

( 2）実数の理論は公理化可能である。実際、実数構造賢三く鹿、 0、1、＋、・〉の理論 Th（況）は、

実数の公理の無限集合1: （体としての実数構造は標数ゼロであるから公理も無限集合となる）の論

理的帰結である、すなわち、 Th（的＝Cn(l:）であるからである。

( 3）自然数の構造民主側、 0、S＞に関する理論は公理化可能である。公理は Pl八P2八P3ψであ

る。ただし、

Pl::Vx (c非fx）・・・ゼロはいかなるものの後者でもないこと

P2= Vx'¥/y (fx＝今→x=y）・・・後者関数fの単射性
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P3t1>三ψ（c）八¥;jx （ψ（x）→ψ（fx））→¥;;Ixψ（x）・・・数学的帰納法

である。ここで、 P3やは正確には公理シェーマであり、 cp(x）に第一階論理の言語で書かれた式を代

入することで無限の公理を算出する。しかし、それらの公理はせいぜい可算無限値しかなく、自然

数全体の領域のすべての部分集合（これは非可算無限個存在する）をカヴ、ァーしてはいない。数学

的帰納法を元来意図された強い形の主張にするには、第一階論理では不十分であり、第二階論理が

必要で、ある。

3.コンパクト性定理

第一階論理は、多くの興味深いメタ定理を持っている。以下では、それらのいくつかを取り上げ、

言語の表現能力の観点から、それらが含意する哲学的意味を考察する。まず最初に、コンパクト性

定理を考察する。

3. 1 コンパクト性定理

コンパクト性定理とは、

Fを言語Lの文の集合とする： F~SENT (L）；もしFの任意の有限部分集合がモデ、ルを持

つならば、 rもモデ、／レを持つ、
というものである。この定理は、形式的演縛体系の導出（証明）を式の有限列と前提すれば、ゲー

デノレの完全性定理からの論理的帰結として導かれるが、モデノレ論的手法によって独立に証明するこ

ともできる（証明は省略する）。

3. 2 コンパクト性定理の論理的帰結

文の集合rがモデ、ノレを持てば、当然、 rの中のすべての文がそのモデルで真となるから、 Fの有
限個の文を集めて作るFのどんな部分集合もモデルを持つ。よって、 Fがモデ、／レを持つことと、 r
の任意の有限部分集合がモデルとなることとは、コンパクト性定理によって、同値となる。すなわ

ち、 Fがモデルを持つ特rのすべての有限部分集合がモデ、／レを持つ。
さて、このコンパクト性定理の論理的帰結として、有限性、すなわち、領域の要素（＝対象）の

個数が有限個であるという性質は公理化できない（第一階論理の言語の文の集合として表現できな

い）、ということが成り立つ。

3. 2. 1 f有限性Jは公理化可能でない。

《証明》

背理法による。仮に、有限性が公理化可能であるとする。すると、ある言語L （タイプ〈μ、0> 
とする）の文の集合Zが存在して、以下のことが成り立つ：

構造の全クラス Mの中の任意の構造Aに対して、

AEMod(l:）特Aは有限である。

（ここで、 Mod(Z）は、 Z中のすべての文が真となる構造、つまり Zのモデルとなる構造、のクラ

スである： Mod(Z)={A I AドZ｝。）しかし、このことは不可能である。なぜなら、もしこれが成り
立てば、エは、あらゆる有限個数に対応するモデルを持つ必要があるから、任意に大きな有限のモ

デ、ルを持つことになるが、そのことは、つぎの補題（3.2. 2）によって、 Zが無限モデルを持つこと

を含意する。しかし、仮定により、 Zは有限性を公理化しているから、エのモデルは有限で、あって

無限ではあり得ない。よって、矛盾である。こうして（背理法により）、「有限性Jは公理化可能で
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はなし、。（Q.E.D.)

3. 2. 2 1補題】： Fを、任意に大きな有限のモデルを持つ文の集合とする。このとき、 Fは無
限モデルをもっ。

《＆明》

「少なくとも n個の要素を持つJということを表現する文恥の可算無限個の集まりをFに加え

て、 Fを拡張することを考える。拡張したFのすべての有限部分集合はモデルを持つが、コンパクト

性定理により、拡張したFそのものもモデルを持つ。しかし、このモデ、ルは無限モデ、ルとなる。い

ま、上記のやり方でrを拡張した文の集合をr＊とする：
r*= r u ｛ψn I 1くn}

ことで、恥は「少なくとも n個の要素が存在するj ということを表現する文である。すなわち、

取i＝ヨX1ヨX2…ヨxn/¥1出＜j語nxi学 XJ
さて、これから、 A~r 牢であるすべての有限集合ムがモテ、ルを持つことを確かめる。いま、

LH~T U ｛ψil、…、 <f>ip}

とおくことができる。（<f>i1、…、ゆipはrを拡張するときに用いた無限個の仇の中の有限部分である。）
そして、 il、…、 ipの最大値をmとする。すなわち、

Max{ii、…、 ip}=m

一般に、 M~N ならば Mod(N）~ Mod(M）であるω。ゆえに、上でA~ r U ｛ψil、…、 ψJとおいた

から、

Mod(r u {<f>u、…、 <f>ip} ）~Mod(A) ・……・①

である。また、一般に、 Mod(MU N)=Mod(M) n Mod(N）が成り立つ（3）から、

Mod(r u ｛ψml )=Mod ( r) n Mod （｛ψm}) …・・・…②

である。さらに、 Mod（｛ψro}) =Mod( {q>il、…、 <f>ip}) だから、

②の右辺＝Mod( r) n Mod( ｛ψil、…、 ψip}) =Mod(r u {q>i1、…、 ψip}) 

よって、②より、

Mod(ru ｛ψ1n} )=Mod(r U {q>il、…、 ψip}) 

従って、①より、

Mod(r u ｛ψml ）~Mod(A）…・…・③

が導ける。

ところで、 Fは任意に大きな有限モデ、ルを持つ文の集合だったから、少なくとも m個の要素から

成る有限モデルを持つことができる。そのようなモデ、ルの一つをAとする。すると、 AEMod(r u 

{q>m } ）である。なぜなら、文ψmは「少なくとも m個の要素が存在するJと述べている文であるか

ら、 Aで文ψmが真となるからである。よって、③より、 AEMod(A）。

こうして、 ~~r 本である任意の有限集合A が有限モデ、ル （＝A） を持つことが確かめられた。そ

こで、コンパクト性定理により、 r＊そのものもモデ、ルを持つことになる。ところで、 f少なくともn
個の要素が存在するj を表現する文である鮮から作られる文の可算無限集合｛ψnI 1くn｝のモデ

ルは、無限モデルで、ある。

いま、 F寧＝ ru ｛ψn I l<n｝の持つモデルをBとすると、 Bも無限モデルである。なぜなら、
Mod(rつ＝Mod( r) nMod （｛ψnl lくn｝）で、 BEMod(r勺より、 BEMod ( r)かつBEMod

c { cpn I 1くn｝）となるが、｛ψnI 1くn｝のモデルは無限モデルだったから、そのようなモデルのー
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つである Bも無限モデ、ノレでなければならないからである。すると、 BEMod enより、無限モデ
ルBはFのモデルで、あるから、 Fは無限モデ、ルを持つ。（Q.E.D.)

さて、無限性という性質は公理化可能ではある（2 .1節参照）が、有限的に公理化可能ではない、

ということがコンパクト性定理の帰結としてもたらされる。このことをつぎに考察しよう。

3. 2. 2 「無限性Jは公理化可能であるが、有限的に公理化可能ではない。

《匝明》

すでに見たように（2 .1節）、「無限性jは公理化可能である。しかし、「有限性j は公理化可能で

はない（3 .2.1節）。 Mを全構造のクラス、貨を有限構造のクラスとすれば、無限構造のクラスはM

－況となる。ところが、 ~Jlは公理化可能ではない（3. 2.1節）ので、以下の補題3.2. 3によって、無限

構造のクラス、すなわち、 M一貫は有限的に公理化することはできない。つまり、無限であるという

性質（「無限性」）は、有限個の公理（＝文）によって公理化する（定義する）ことはできない。

(Q.E.D.) 

3. 2. 3【補題ト構造のクラスKが有限的に公理化可能である仲Kおよびその補クラスM-Kがとも

に公理化可能である（Mは全構造のクラス）。

《匝明》

［司］構造のクラスKが有限的に公理化可能であるから、 K=Mod（α）とおける。ここで、 αは有限個

の公理の連言であり、 Mod（α）はαのモデルであるような構造のクラスである。よって、 Kは公理化

可能である。また、任意の構造が文の空クラス必のモデルとなるから、 M=Mod(1θ）である。さらに、

任意の構造3につき、（~ドα ）でない＝持ド「 α だから、 ~Et:Mod（ α）ならば~EMod（「 α）である。よっ

て、 M-K=Mod（の）－Mod（α）＝Mod（の）nMod（「α）＝MnMod（「α）＝Mod（「α）である。こうし

て、 Kの補クラスM-Kも公理化可能で、ある。

［仁］ Kも、その補クラスM-Kも、ともに公理化可能だとする。すなわち、ある文の集合F、Aが存

在して、 K=Mod(r)、M-K=Mod(A）とする。ところで、 kn (M-K) =0=Mod(r) n Mod( ii) 

=Mod(r u a）。こうして、文の集合Fu Aはモデ、ルを持たないから、コンパクト性定理によって、
モデルをもたない、 ru Aのある有限部分集合が存在する。それを｛φ1、…、 φn、χ1、…、 χJ

~ru Aとする。このとき、 Mod（φ1、…、 φn、χ1、…、 χm）＝の＝｛ ｝である。いま、 φ1、

φnE F、χ1、…、 χmEAとしても、一般性は失われない。 3.2.2の証明での註と、 Mod（｛φ1、…、

φn } U ｛χ1、…、 χm｝）＝のにより、 Mod（φ1、…、 φn) n Mod（χ1、…、 χm)=0。｛φ1、

φn } f; rより、 K=Mod(I')f;Mod（φ1、…、 φnL,｛χ1、…、 χm｝ ~A より、 M-K=Mod(A）~

Mod（χ1、…、 χm）。これらによって、 Mod（φ1、…、ゆn) ~Mod(r)=K が成り立つ（4）。こうし

て、 K=Mod（φ1、…、 φn）である。従って、 K=Mod（ゆ1八…八φn）であるから、 Kは有限的に公

理化可能である。（Q.E.D.)

3.3非標準算衝の存在

コンパクト性定理からのその他の帰結として、非標準算術のモデルが存在する。いま、われわれ

が直観的に知っている算術の構造を、 N＝側、 0、S、＋、・〉で表す。このとき、算術構造Nで真と

なる文の集合Th(N）ーーすなわち、 Nの理論一一のモデルでNと向型でない構造んが存在する。

《匝明の概略》

Lを構造Nに適切な言語とする。 L＊を、新しいO項関数記号（＝個体定項） kをLに追加して生
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成されるLの拡大とする。また、エ申＝Th(N)U ｛αn I nEN｝とする。ただし、 αnは、 kによって
表示される個体が数nではないと主張する文、すなわち、

αn= k :f:f・・n fc 

である。このとき、 αnのすべての有限部分集合はモデルぷを持つことが、コンパクト性定理により示

される。以こは、 Th(N）のモデルとはなるが、 Nとは向型でないモデ、ルである、ぷの還元構造ん

が存在する。（Q.E.D.)

4.レーペンハイム・スコーレム定理

いくつかの理論は必ず無限モデルを持つ。すなわち、それらの理論は、領域の要素（＝個体、対

象）の個数が有限であるような構造では、真とならない（成り立たない）のである。ところが、レ

ーベンハイム・スコーレム（Lowenheim-Skolem）定理によれば、無限モテ、／レを持つ理論で、カテゴ

リカル（範購的）であるような、そういう理論が存在しなくなる。理論がカテゴリカルであるとは、

それらのそデ、ルで、ある構造が同型で、ある（isomorphic：構造の領域の問に関係を保存するようなパ

イジェクション＝全単射の写像が存在する）ということであるが、そのためには、構造の領域の基

数が等しくなければならない。しかし、レーベンハイム・スコーレム定理によれば、無限モデ、ルを

持つ理論においては、異なる無限基数を持つ複数のモデ、ルが必ず存在する。従って、それらのモデ

ノレの間に、向型写像は存在しえず、理論はカテゴリカルではありえない。

また、レーベンハイム・スコーレム定理によれば、可算言語の文の集合がモデ、／レを持っとき、そ

の集合は可算モデ、／レを持つから、第一階論理では、自然数の基数と実数の基数との問の区別をつけ

ることができない。第一階論理は、レーベンハイム・スコーレム定理が成り立つことによって、自

然数の理論あるいは実数の理論を同型にまで特徴づけること一一一すなわち、それらの理論を実現さ

せるモデ、ルを同型という、同一でなくとも、機能・役割の上で極めて同一に近いものにまで、理論

の意味内容を一義的に絞り込むことーーができない。よって、第一階論理は、いくつかの非標準モ

デル、すなわち、本来意図した意味内容とは異なる性質を有するモデル、を出現させることになる。

言い換えると、そのような非標準モテ、ルは意図された本来のモテ、ルと同型ではないが、そこでは、

意図された苦デ、ルで、成り立つ文と同じ文が、かつそれらのみが成り立つようなモデルで、ある。

実数の代数の分野で、そのような新しい非標準モデルを研究する分野として創始されたのが非標

準解析である。これは、ライプニッツの無限小解析の夢を実現したものと見なせる。従って、非標

準解析は、第一階論理の持つ柔軟性という長所がもたらした成果である。しかし、 s.シャピロの意
見では、上方および下方のレーベンハイム・スコーレム定理が成り立つことは、第一階論理の欠点

(defect）である（5）。なぜなら、任意の無限基数孟を持つモデ、／レが文の集合に対して存在するが、

これらのモデ、ルは文の集合の意味を確定することができないからである。

さて、レーベンハイム・スコーレム定理にはレーベンハイムから始まるいくつかのヴァージョン

があるが、歴史的順序とは逆に、 TarskiとVaughtによる現代的ヴァージョンを中心にして、そ

れから議論を始めることにする。

4. 1下方レーベンハイム・スコーレム定理（TarskトVaught版）

L を基数ρ の言語とする。基数α のすべての構造3、基数γ のすべての部分集合 C~A およびγ 、

ρ豆f3~五 α であるすべての基数 8 に対して C~B かつ3の初等的部分構造である（ Bくり基数。の
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構造Bが存在する。

《証明の概略》

Cを含む（C豆Bo）基数3の、 Aの部分集合Boから出発して、 Aの部分集合の鎖（chain): 

E拓三 B1~ …~A を作る。各Bi(i=l, 2, 3，…〉は基数。を持つ。こうしてできる B=LJ nENBnに制

限した弘すなわち、~ tBが3の初等部分構造であり（:Jt B＜~）、この:1 t Bが求める構造である。

この最後の段階で、存在命題ヨxφがある構造3で充足されるとき、その証拠（witness）となる文

φがその構造で充足される、という初等部分構造の判定基準を使う。（Q.E.D.)

4. 1. 1 系（レーベンハイム・スコーレム定理）

Fを基数γの文の集合とする。もしFがγ以上の基数α （α主主 γ）を持つならば、そのとき、 γ

壬8三五αであるようなすべての基数/3( ~丞 ω）に対して、 rは基数8 のモデルを持つ（ωは自然

数の集合の基数）。

4. 1. 2 系（スコーレム： 19 2 0) 

もしFがモデルを持つような文の可算集合（可算無限集合を含む）であるとき、 Fは可算モデ、ル

を持つ。

4. 1.3 系（レーベンハイム： 19 1 5) 

もし文φがモデ、ノレを持つ（＝充足可能である）ならば、そのとき、 φは可算モデ、ルを持つ。

4. 1. 4 系

実数の理論は可算モデ、ルを持つ0

4. 1. 5 系

ツエルメロ・フレンケル集合論は可算モデルを持つ。

これまでは、無限構造が与えられると、常にその初等部分構造を見出すことができた。これによ

り、同じ式が成り立つようなより小さい構造が常に存在することになる。これから、逆に、モデル

となるある基数を持つ構造が与えられたとき、その構造より大きい基数を持ち、その最初の構造が

初等部分構造となるような、拡大構造が存在することを示す。

4.2上方レーベンハイム・スコーレム定理（TarskトVaught脹）

Lを基数ρの言語とする。基数α （α註ω）を持っすべての構造2に対して、およびすべての基数

。註 α、ρに対して、 3く活である構造2が存在する。

《iiE明の概略》
8註α、ρとし、主をAの枚挙、〈位>x<pを言語L（く3、重〉）に存在しない新しい定項の系列として、
言語L（く3、空＞） UL（く3、重〉）で、以下のような文の集合Fを作る：

r=Th （く3、空＞） u ｛「c~＝co Iとく5く(3} 
このFがモデルを持つことを示す。その際、コンパクト性定理が使われる。そして、基数8以上の基

数を持つ構造Fで、立くFとなるものが存在することを示す。よって、 3くi＜~となるような、基数が 3 で

ある構造2が存在することが、下方レーベンハイム・スコーレム定理から、示せる。（Q.E.D.)

4.2. 1 系：上方レーベンハイム・スコーレム（オリジ、ナル版）

Fを、基数γの文の集合とする。もしFがω以上の基数α （α孟ω）のモデ、ルを持てば、そのと

き、すべての基数fl( J3孟ω、γ）に対して、 Fは基数βのモデルを持つ。

4.3非標準モデル
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Manzanoによれば、 1930年代にスコーレムは算術に対する非標準モデ、ルの存在に気づいていた（6）。

しかし、長い間、それは病理的現象として無視されていた。ところが、 1950年のへンキン（Leon

Henkin）の論文“Completenessin the theory of types”以来、高階論理と算術の非標準モデ、ルが

ともに市民権を得はじめた。

算術についての（第一階論理による）非標準モデ、ルがある一方で、第二階論理に対する非標準モ

デ、ノレがある。 n項関係の宇宙（＝領域）である族〈ん＞ne:Nにおいて、第二階論理で、の標準モデ、ノレは

An=f?An (Anの幕集合）であるが、非標準モデルではAn5;f?Anであり、それらのいくつかは、真部

分集合である；（ヨm)Am学f?Am。さらに、標準解釈を持つ第二階ペアノ算術がカテゴリカルであ

る理由は、その理論がすべての集合についての数学的帰納法を持つからである。非標準的数が存在

する構造（非標準モデル）は、第二階の数学的帰納法の公理のモデ、／レにはならない。第一階ペアノ

算術がカテゴリカルでない理由は、非標準的要素を持つモデ、ルで、は、標準的数の集合（この集合に

ついて完全な形での、つまり二階の量化を含む形での、数学的帰納法が必要で、ある）が、第一階論

理の論理式で定義することができないからである。

へンキンの論文が出て以来、形式言語のメタ数学的研究がしばらく続いた。その後、ロビンソン

(A. Robinson）によって、非標準解析（non-standardanalysis）が創始された。それは、論理学の

概念が微積分を展開するに十分な、無限に大きな数や無限に小さな数を与えることができることを

示している。標準的な数に加えて、非標準的な数を導入しでも、支障なく解析学が展開できること

が示されることにより、（自然数の非標準算術と違い）実数の非標準モデルによる解析研究が、病理

的現象どころか、有益かっ有効な研究方法を提供している。これは、レーベンハイム・スコーレム

定理の積極的帰結といえる。

註

(1）構造に関する記法など、モデル論に関わる表現法や定理の例など、本論での多くの事例を文献[1］の M.

Manzano氏のテキストから学んだ。

(2)Mf二N司Mod⑪J)~Mod伽）と b、うことを示す。いま、 M~N とする。ある構造Aにつき、 AEMod(N）、しかし

MMod(M)とする。前者より、釦N、後者より、～仲間、ゆえに、ある文φEMがあって、～（山ゆ）。と

ころが、仮定より M~二N であるから、 φEN。しかも、必N だから、釦 φ。よって、矛盾であるのゆえに、

どんな構造Aについても、 AEMod(N)＝争AEMod伽）すなわち、 Mod(N）~Mod~のである。

(3) Mod (M UN)= Mod倒）nMod(N）を示す。任意の構造Aについて、AEMod(MUN）ならば、MMUN、つまり、

構造Aは文のクラス M とクラス N の両方のそデ、／レとなる。がM&A~N。よって、 AEMod(M)&A EMod(N）、

ゆえに、 AEMod伽）ηMod(N）。こうして、 Mod(MU N)kMod伽）nMod(N) が示された。逆に、任意の構

造Aについて、 AEMod伽）nMod(N）とする。集合算によりAEMod伽）＆AEMod(N）であるから、 AトM&AトN

である。すなわち、構造Aは、文のクラスMのモデ、ノレであり、さらに文のクラスNのモデルでもある。よっ

て、 Aは文のクラスMu Nのモデルである。つまり、 MMUN、ゆえに、 AEMod(MUN）。 こうして、

Mod仏If)n Mod(N) k Mod伽 UN) が示された。

(4）さもないと、ある構造3が存在して、 ~EMod（ φ1、…、 φn）かつ祇Mod(f）となる。後者より、 ~EM-K

=Mod(A) ：.~EMod（ χ1、…、 χm）。こうして、 ~EMod（φ1、…、 φn) nMod（χ1、…、 χm）となる。こ

れは、 Mod（φ1、…、 φn）と Mod（χ1、…、 χIn）が互いに素であること、つまり、 Mod（φ1、…、 φn) n 

Mod（χ1、…、 χm)＝臼に矛盾する。
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(5）文献［2］の80頁参照。

(6）文献[1］の 170頁参照。
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