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第 1章 
 
 

本研究の目的と方法 
 
 

1.1  本研究の動機 
1.2    本研究の目的 
1.3    本研究の方法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
本章では，研究の目的と方法について述べる． 
1.1 では，本研究の動機を述べる．1.2 では本研究の目的とその目

的を達成するための課題を述べ，1.3 ではその課題の解決の方法を
述べる． 
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第 1 章  本研究の目的と方法  
1.1  本研究の動機  
 現在の日本の数学教育において，中学校までの算数・数学教育では，

無限の概念を直接指導していない．無限の概念は，西欧世界の思想家

たちを悩ませてきた概念でもあり，非常に曖昧なものである．そのた

め，数学教育では，直接授業で無限の概念に触れることはない．むし

ろ，無限の概念に触れることを今まで避けてきたかのようにも思える． 
 筆者は，中学校 2 年生の一次関数の授業を観察したときに，表の値
を座標平面上にプロットし，グラフを描くという場面で，とある生徒

の「どうして点を直線で結ぶの？」という疑問に対して，教師の「た

くさん点をプロットしていくと直線が描けそうだよね」という支援の

やりとりに興味を持ったのが本研究の主な動機である．中学校の関数

の授業では学習指導要領からも無限に触れることはないが，実際，無

限の概念に疑問を持つ子どももいるということがいえる．そこで筆者

は，無限に対する子どもたちの実態を明らかにした上で，無限の概念

を学習指導しなければならない理由を明らかにしたい． 
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1.2  本研究の目的  
本研究では，「直線の連続性」に着目して，中学生の無限に対する

認識を把握し，無限の概念を学習指導しなければならない理由を明ら

かにすることを目的とする． 
学校数学で数学における「直線の連続性」を直接指導することは不

可能と言える．しかし，学校数学で「直線の連続性」に触れる以上，

数学における「連続（性）」とはどのように定義されるものなのかを

知る必要がある．したがって，次の研究課題が要請される． 
 
 

【研究課題 Ⅰ】 
数学において，「連続（性）」とは何であるか  

 
 
 現在の学校数学で避けられている「直線の連続性」の概念を指導す

るのであれば，子どもたちが現在，「直線の連続性」に対してどのよ

うな認識を有しているのかを把握する必要がある．また，関数分野に

おける表からグラフへの移行に対する認識も把握する必要がある．し

たがって，次の研究課題が要請される． 
 
 
【研究課題 Ⅱ】 
「直線のグラフ」に関して，生徒は，どのような認識を有しているか  
 
 
【研究課題 Ⅱ-­a】 
表にないグラフ上の点は何を意味し生徒はどう認識しているか 

 
 
【研究課題 Ⅱ-­b】 
直線のグラフを任意の 2 点で描くことと直線のグラフを点集合と見

て描くことにはどのような生徒の認識の違いがあるか 
 
 
 研究課題Ⅰ及びⅡを踏まえて，次の研究課題が要請される． 
 
 
【研究課題 Ⅲ】 

｢直線の連続性｣を学習指導しなければならないのはなぜか  
 
 
 以上の 5 つの研究課題を解決し，本研究の目的を達成する． 
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1.3  本研究の方法  
 本研究は「直線の連続性」に着目して，中学生の無限に対する認識

を把握し，無限の概念が介入した問題に対していかなる学習指導をす

べきか明らかにすることが目的である． 
 初めに，研究課題Ⅰを解決するために，第 2章では A.W.Moore(1993)
の「THE INFINITE」及び下村寅太郎(1979)の「無限論の形成と構造」
から無限，特に連続性における数学史を振り返り，連続の定義をする．

また，高木貞治(1983)の｢解析概論｣を主な参考文献として，実数の連
続性の 4 つの基本定理を論理記号を用いて記述し，それぞれの定理が
同値な関係にあることを示すために数学的に証明し，数学における

「直線の連続性」を明らかにする． 
 次に，研究課題Ⅱ及びⅡ-­a，Ⅱ-­b を解決するために，第 3 章では
E.Fischbein(1979)の「THE INTUITION OF INFINITY」で議論され
ている無限に対する直観，特に，線分の無限分割に対する直観による

調査結果から「直線の連続性」に対する児童生徒の認識の実態を明ら

かにする．また，第 4 章では表からグラフを描く操作の移行における
問題点を「直線の連続性」の観点から明らかにする． 
 最後に，研究課題Ⅲを解決するために，研究課題Ⅰ及びⅡを踏まえ

て，｢直線の連続性｣の学習指導の必要性，むしろ学習指導しなければ

ならない理由は何かを明らかにする．  
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第 2章 
 
 

数学における連続（性）の定義 
 
 

2.1    無限論と連続論の歴史 
2.2    実数の連続性の基本定理 
2.3    連続の定義 
2.4    「直線の連続性」 

 
 
 
 
本章では，文献により無限，特に連続性における数学史を学び，数

学における「直線の連続性」とはいかなるものかを明らかにすること

を目的とする． 
2.1 では，「THE INFINITE」(A.W.Moore,1993.)及び「無限論の形

成と構造」(下村寅太郎,1979.)から無限論，特に連続性における数学
史を大雑把にまとめた．2.2 では，｢解析概論｣(高木貞治,1983.)を主な
参考文献として，実数の連続性の 4 つの基本定理を論理記号を用いて
記述し，それぞれの定理が同値な関係にあることを示すために数学的

に証明する．2.3 では，数学における｢連続（性）｣の定義をする．2.4
では，実数の連続性をモデル化したものが「直線の連続性」であるこ

とから「直線の連続性」とは何かを明らかにする． 
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第 2 章  数学における連続性の定義  
2.1  無限論と連続論の歴史 
 無限の概念は古代ギリシャを中心に多くの思想家や数学者が困難

を感じてきた．そして，現代の数学者にとっても大きな課題である．

溝口(2010)は，“過去の数学者のつまづきは，今日の子どもたちの算
数・数学学習においても困難であり，子どもたちが実際にそのような

困難を抱えるところの同じ数学的概念は，何百年も前の数学者をして

その最終的な形式を作り出せた，という励ましとなるものです”¹⁾と

述べている．したがって，無限の概念を過去の数学者たちが，どのよ

うな困難を感じ，どのように乗り越えてきたかを知ることで，算数・

数学学習における困難を乗り越える手掛りを掴むことができるとす

る．そこで，無限と連続の歴史を知るために，「THE INFINITE」
(A.W.Moore,1993.)及び「無限論の形成と構造」(下村寅太郎,1979.)を
参考文献とする．ムーアの｢THE INFINITE｣は，無限を理解するため，
すなわち西欧の哲学者たちが，2 千 5 百年ほど前に初めて無限に注意
を向けて以来，無限について何を思索してきたかを理解するために最

適であると判断した．また，下村寅太郎の｢無限論の形成と構造｣は，

無限論の歴史だけでなく，無限の数学的形成について，特に連続体に

ついて多く書かれているため，無限を理解し，無限を知るためにこの

2 冊を参考文献として選択した． 
無限と連続は不離なる関係にあり，古代ギリシャを中心に多くの思

想家を悩ませてきた課題であった．彼らの無限論を振り返り連続の歴

史を見ていく．初めに，近世と古代ギリシャの正反対の無限の認識に

ついて記する． 
 
“近世は無限を有限以上のものとして理解する．実際に近世のわれ

われは，実在的にも価値的にも無限を有限以上のものと解すること

に慣れている．むしろこれを自明としている．しかしこれは近世的

な一つの理解であって，現に古代においては，ギリシャ人は逆に無

限を有限以下のものとして理解した．彼らにおいては無限は

として，限定されていないもの，限界のないものであり，したがっ

て形態のないもの，「形相」すなわち本質のないものである．一般に

非存在であり，存在以下のものである．しかし近世では，逆に，有

限なるもの，形のあるものは，限界のあるもの，限定されたもので

あり，無限者は限定されず，限定するものとして，有限以上，存在

以上のものと解される． 
文献学者コーンフォードによれば，ギリシャ語において  

なる概念は必ずしも無限の延長を意味するものでなく，しばしば且

つ特に円形または球形に関して用いられている．すなわち円や球の

周辺が初めも終わりもなく，また或る部分を他の部分から区分する

境界を有しない故に，これを無限と言う．この「無限」の概念が「空

虚」( )と結合して，無限の延長をもった空間が初めて考えられ
るようになったのは，デモクリトスにおいてであり，これはギリシ
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ャにおいてはまさしく｢革命的な教説｣であったと言われる．しかし

問題はその場合の無限の意味にある．その無限ははたして単に「甚

だ多い」という意味での「無数」に止まり，真に無限なる―有限の

超越(transfinit)としての無限を意味するものではない．甚大は未だ
無限大ではない．永遠は単に甚だ長き時間ではない．しかしまさに

このことの自覚において初めて積極的な無限の概念が成立し得るの

であり，これなくしては積極的な無限概念は確立されない．古代に

はかくの如き積極的な無限概念は成立しなかった．むしろ古代にお

いては，無限は単に不定的無限定的な概念の故に，数学者はこれを

積極的に排除あるいは回避したというべきであろう．”²⁾ 
 
現代においても無限という言葉から無限大，限りなく大きいものなど

の言葉が発想されるであろう．連続性については 2.3 で詳しく述べる
が無限小の概念から導かれるものである．すなわち，古代ギリシャで

は既に連続性の概念が構築され始めていたと考えられる．そして，ア

リストテレスは無限に関して初めて大きな貢献をした．その無限の定

義は，分割による定義すなわち第 3 章で考察する連続性の概念と親密
な関係にある無限分割可能性の概念を初めて定義したものでもある．

次に，アリストテレスの無限論について記する． 
 
 “アリストテレスは，無限を，限界や境界を持たないものとしてで

はなく，通過できないもの(adiexitetos)として定義したのであった．
だが，これは，彼自身も自覚していたように，曖昧な定義である．

我々は，物理的な何かが通過できないという場合ですら，他のこと

を意味することができる．その通過を完了できるとは思わないとい

う意味にも(例えば，均整の取れた円形競技場のように)，それを通
過するのが難しい，ないし不可能であるという意味にも(当てになら
ない川筋のように)，永遠に続くがゆえに通過することができないと
いう意味にも(これが，我々の云う数学的無限である)解釈できる．
そして，アリストテレスが意図していたのは，本質的には第三の意

味合いである．このアリストテレス議論こそ，ギリシアの哲学的意

識に，数学的無限が明晰に刻み込まれた瞬間なのである． 
  アリストテレスはまた，加算による無限と分割による無限との間

にも区別を設けた(分割による無限において，通過できると云われる
とすれば，後に続く分割が既に完了されていなければならない．し

たがって，この意味において，分割による無限も通過できない無限

である)． 
(中略) 

究極の限界といったものは存在し得ないという一つの議論を出し

た．これは，有限物体は常に分割可能すなわち無限分割可能性を問

う議論であり，有限物体の連続性を問う議論でもあるといえる．ア

リストテレスは，無限は，可能的には存在するが，現実的には存在

しない．云い換えれば，あるものは可能的には無限でありうるが，
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現実的には無限ではありえないとした．”³⁾ 
 
さらに，有限と無限の関係，すなわち無限が有限の否定により生成さ

れることがアリストテレス的論理学から明らかにされた． 
 
 “無限の論理として本質的なことは，無限は有限と直接に比較し得

ぬこと，したがって比較の論理学であった古代のアリストテレス的

論理学は無限の論理学となり得ぬこと，むしろ無限の論理学は｢比

較不可能の論理学｣であることである．アリストテレスの論理学は

普遍による特殊の限定，包摂関係の論理として成立するが，無限と

有限との間にはかくの如き普遍と特殊，類と種の関係は成立し得な

い．無限の論理学は，全体は部分と等しく，最大と最小は一致する

が如きパラドキシカルな論理学である．パラドキシカルであること

が無限の本質である．無限が有限者と直接には比較不可能であるこ

と，無限が有限の延長でないことの自覚は，確かに無限の本質の第

一の洞察であると言わねばならぬ．無限論はこの認識を地盤として

初めて成立し得ることになる． 
(中略) 

無限は有限の延長ではない．有限の否定，超越において初めて成立

する．”⁴⁾ 
 
しかし，実際に今日の科学では，無限大も無限小も現実的な事実とし

ては存在しないことが，すなわち自然の中には無限大も無限小も存在

しないことが承認されている．しかもそれは，認識能力の制限による

ものでなく，事実として存在しないということである．次に，物理学

の観点からの議論を記する． 
 
 “まず今日の物理学では，自然には無限小は存在しないことが主張

される．これは換言すれば，最小者が存在することである．通常，

自然現象や物質は連続的と解されている．連続的とは無限に可分的

であること，すなわち最小者が存しないことである．しかるに今日

の物理学においては，物質は原子の合成として理解される．すなわ

ち物質は無限に可分的でなく分割可能性の限界がある．換言すれば

最小者があり，したがって無限小はない．”⁵⁾ 
 
この物理学からの議論は，アリストテレスの現実的には有限だが可 
能的に無限であるという無限の解釈と相当するものである．しかし， 
この原子論史を否定したのは後で記述する微積分法の創始者の一人 
でもあるライプニッツである． 
 
 “原子論史の当初，原子の存在そのものがまず問題であったが，言

うまでもなくこれは無限小の存在と相関的な問題である．およそ物

体が延長性を本性とする限り，いかに小なる延長にも常により小な
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る延長があり得る，したがって最小の延長はあり得ない．したがっ

て物体の究極的要素としての｢原子｣（不可分者）なる概念自身矛盾

である故にその存在が否定せられた．そこから真の不可分者は延長

性をもてる物体界にはなく，内的精神的領にしか存在し得ないとせ

られ，ライプニッツによって物的な｢原子｣でなく心的な｢単子｣（究

極的な｢一｣）が想定された．ここでは未だ必ずしも思惟し得ること

と存在することとが区別されていないが，しかし無限の存在の個所

を指向している．”⁶⁾ 
 
ライプニッツにより｢単子｣というものが定義され，無限は内的精神に  
しか存在し得ないとされていた．すなわち，“無限は Reales としてで 
なく，もっぱら Ideales としてのみ可能である．経験さるべきものと 
してでなく，もっぱら思惟さるべきものとしてのみ存する．”⁷⁾この 
無限の存在論は無限における本質的な問題と言える．そして，近代数 
学において直接に無限を取り扱う部門は言うまでもなく解析論で 
あり，解析論における無限を規定する一般的方法は微積分法である． 
この微積分法の創始者はニュートンおよびライプニッツであり，二人 
とも極限の考え方を用いている．また，アリストテレスによって議論  
された分割の議論もアナクサゴラスにより再度議論された． 
 
 “無限小の問題は存在の無限可分性を中心として成立した．アナク

サゴラスの断片「小なるものの中に最小は存在しない，常により小

なるものが存在する．何となれば，存在するものが無限に分割する

ことによって存在しなくなることは不可能であるから．しかし大な

るものの中にもまた常により大なるものが存在する…」はすでに批

判的な無限小の概念を示している． 
（中略） 

 これらの無限小論に対するギリシャ的解決はアリストテレスの「潜

勢」・「現勢」の思想に尽きると言ってよいであろう．  
  アリストテレスにおいては，無限は運動の問題から導入される．

運動の連続性，したがってまた無限可分性の問題との関係において

取り扱われる． 
（中略） 

 無限は常に存在を越えることを―動性を，それの本質とするからで

ある．無限を現実的なものとし，無限を無限性において捉えるには

近世の力学的存在論の立場に立たねばならぬ．近世はまず無限を存

在においてでなく運動において捉える．それの論理的完成が「極限」

概念として形成される．「極限」は何よりも生成的性格をもつ概念

である．それ故ニュートンはこれを“fluxion”とした． 
（中略） 

 微分法の原理的問題は無限小の厳密な把握に存することは言うま

でもない．無限小はいかに小なる量よりも小，すなわち有限でなく

して，しかも零にあらざる性格をもつ．“ ghosts of departed 
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quantities”と称された所以である．これに対するニュートンの「フ
ラクション法」の根本思想はすべての量を無限小の要素の集合とせ

ず，点，直線，平面の連続的運動によって産出されたものと解する．

すなわちすべての量を連続的な変化によって生成されたものと解

し，この変化の速度を通じて生成された量を考察しようとする．そ

の産出が「フラクション」と呼ばれ，産出されたる量を「フリュー

エント」と名づけるのである． 
（中略） 

 後にはこれを「根源的究極な比，すなわち極限」として明らかなる

自覚をもってこれを極限概念によって基礎づけ，またこれをフラク

ションなる概念によって捉え，これが単独の量としてでなく常に比

において，比の極限において理解されるべきことを主張している． 
（中略） 

  ライプニッツの微分法の原理となっているものは，曲線を無限多

辺形と認め，いわゆる“triangulum characteristicum”，すなわち
無限に接近せる二点の横座標と縦座標の差とその間に存する弧と

から成る三角形―を考え，この三角形が切線影と縦座標と切線より

成る三角形に相似であることから，後者の有限者の間に存する関係

と前者の無限小の間に存する関係との間に対応性を認め，無限小を

規定する一般的計算法および記号法を確立するにある．”⁸⁾ 
 
微積分法の創始者でもあるライプニッツは上記のように曲線を無限 
多辺形と考えることで無限小の解析をしたが，これには現在の学校数 
学でも用いられるデカルト座標系が使われている．これを産出したの 
はまぎれもなくデカルトである．また同様に，フェルマも成し遂げて 
いた． 
 しかし，このライプニッツの函数解析には欠点があった．それは函  
数を微分するには連続的であることが条件となるが，この議論は成さ 
れていなかったことである．この議論をして初めて連続的であっても 
微分不可能な函数の存在を明らかにしたのはワイヤァシュトラスで 
あった．彼は 2.2 で述べる実数の連続性を確立した一人でもある．ま 
た，函数が連続的であることは「算術化」の第一人者コーシーにも成  
し遂げられた．コーシーにより算術化が成し遂げられたものの，極限  
の存在が未だ完全に数化されていなかった．これは，無理数の純粋に 
算術的規定が遂行されるによって初めて実現された．これは，やがて 
カントール，デデキント，ワイヤァシュトラスにより別々の方法で成  
し遂げられた．デデキントによる連続性の定理を本研究では連続性公 
理とするため 2.2 にて詳細を述べることにする．  
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2.2  実数の連続性の基本定理  
 2.1 から極限の数化がカントール，デデキント，ワイヤァシュトラ
スにより成し遂げられたと述べた．以下に，実数の連続性の基本定理

を論理記号を用いて示し，それらの証明を記する． 
 
【Ⅰ】デデキントの定理 
 実数の切断は，下組と上組との境界として一つの数を確定する． 
 
仮定： ，  に対して ，  
   ，  

かつ 
   ， に対して のとき切断 ， が生じる． 
 

ならば 
 
結論： ，  に対して が存在し， ，  
   のとき s がただ一つ定まる． 
 
【Ⅱ】ワイヤァシュトラスの定理 
 数の集合 S が上方[または下方]に有界ならば S の上限[または下限] 
が存在する． 
 
仮定： ， ，  [ ， ， ] 
 

ならば 
 
結論：  
 
証明：上界の定義 上 ，  
   上限の定義  ， 上  

上， よりデデキントの定理から を A 組， 上を B 組
とすれば一つの切断が生じる．この切断によって確定される数を  と
すれば 
 

 
 

図 1 上    図 2 上  
 
 
を満たす  が得られる． 

 

 

 

上  上  

 



12 
 

ここで，  となる中間値 c をとると図 2 の条件におい
て 

 より 上  
 より  

となり，上の 2 式が矛盾するため 
， 上 すなわち          

下限の存在も同様な証明法で示されるため省略．     (証明終) 
 
【Ⅲ】有界な単調数列の収束 
 有界なる単調数列は収束する． 
 
仮定：  [ ] 
   ワイヤァシュトラスの定理から  [ ]  

が存在する． 
 

ならば 
 
結論：  [ ] 
 
証明： に対して  だから  は S の上界でない． 
   そこで に対して となる． 
   このとき単調増加性から に対して 
    が成り立つ． 
   ゆえに，  だから  
   よって，  
       ((  
   単調減少の収束も同様な証明法で示されるため省略．(証明終) 
 
【Ⅳ】区間縮小法 
 閉区間  において，各区間 がその前の区間

 に含まれ，n が限りなく増すとき，区間 の幅 が限りなく

小さくなるとすれば，これらの各区間に共通なるただ一つの点が存在

する． 
 
仮定 1： に対して  
仮定 2：  
 

ならば 
 
結論：共通なる一点を とすれば  
 
 
証明： に対して なので から 
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    と書ける． 
   有界な単調数列の収束から ，  
   が存在する． 
   ここで， ， に対して だから のとき 
     
   したがって， のとき  
   また，有界な単調数列の収束から 

，  
   だから すなわち を意味するから 
    
      をとると となる． 
   ゆえに， となる． 
   そこで仮定 2 から より を得る． 
   以上から  

(証明終) 
 
【Ⅰ】デデキントの定理の証明 
証明：仮定から(A，B)を実数の切断とする． 
   ， をそれぞれ取り出し を とする． 
   中間値 または なので 
   ， または ，  
   ゆえに  
   同様にして  
   これから 
   ， ，  
   区間縮小法から各区間共通なる一点を とすれば 
   のとき  をとれば 
   から  なる が存在． 
   ゆえに ，  
   仮に， とするなら の の存在に矛盾． 
   ゆえに ，  
   のとき  をとれば 
   から  なる が存在． 
   ゆえに ，  
   仮に， とするなら の の存在に矛盾． 
   ゆえに ，  

(証明終) 
 
 
 
以上の 4つの実数の連続性における定理を実数の連続性の基本定理と
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する．また，デデキントの定理を連続性公理として 2.3 の連続の定義
をする． 
 
2.3  連続の定義 
ある事物の集合に順序を課するとき，それが「連続」であると言わ

れうるのは，その順序において，単にいかなる二つの要素の間にも第

三の要素が見い出されると言うだけでなく，そこに何らの「断絶」も

存在しないこと． 
 
2.4  「直線の連続性」 
 直線は実数から実数への写像であるため，実数の連続性から直線上

に実数全体の集合が敷き詰められると考えられる．すなわち，実数の

連続性は直線の連続性として表すことができる．言い換えれば，直線

は実数全体の集合のモデルである． 
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第 2 章の要約 
第 2 章では，「THE INFINITE」(A.W.Moore,1993.)及び「無限論の

形成と構造」(下村寅太郎,1979.)から無限論，特に連続性における数
学史を大雑把にまとめた．また，数学における連続性，ここでは実数

の連続性がどのように定義されているのかを実数の連続性の 4つの基
本定理より明らかにした． 
無限の概念は古代ギリシャから多くの思想家や数学者を悩ませて

きた概念であった．その中で，初めて無限論に対する大きな貢献を成

し遂げたのは，アリストテレスであった．彼の無限論は以前から考え

られていたものとは違い，無限を，限界や境界を持たないものとして

ではなく通過できないもの(adiexitetos)として定義した．また，アリ
ストテレスは加算による無限だけでなく，分割による無限，すなわち

無限小の概念も考慮していた．しかし，この無限小の概念は多くのパ

ラドクスを生み出した．物理学の視点から言えば，自然物体における

究極の限界は原子であるため，最小者は存在し，無限に分割すること

は現実的に不可能である．この物理学の視点から見た原子論は，微積

分法の創始者でもあるライプニッツにより否定された．ライプニッツ

は物的な「原子」ではなく心的な「単子」という究極的な「一」を定

義し，無限は内的精神にしか存在し得ないと述べた． 
そして，この無限小の概念から根源的究極な比，すなわち極限の概

念が確立された．また，ライプニッツやニュートンによる函数解析で

は成し遂げられなかった連続性の概念をデデキント及びカントール，

ワイヤァシュトラスらが成し遂げ，連続性公理が生まれた． 
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17 
 

 
 
 
 
 

第 3章 
 
 

E.Fischbeinの研究の検討 
 

 
    3.1   先行研究との関係性 

        3.2  直線の連続性の観点から見た検討 
        3.2.1  無限分割可能性の調査問題及び結果の検討 

3.2.2  超限基数の調査問題及び結果の検討 
3.2.3  極限の調査問題及び結果の検討 
3.3   検討した結果 

 
 
 
 
 本章では，E.Fischbein による無限に対する直観の研究，特に線分
の無限分割に対する直観の調査結果から「直線の連続性」に対する児

童生徒の認識の実態を明らかにすることを目的とする． 
 3.1 では，本研究の先行研究である E.Fischbein の研究との関係性
を第 2章の実数の連続性の 4つの基本定理を用いて明らかにする．3.2
では，E.Fischbein が実際に児童生徒に調査した調査問題及び調査結
果を「直線の連続性」の観点から見た検討を行う．また，3.2.1 では，
無限分割可能性の概念が介入した問題，3.2.2 では，超限基数の概念
が介入した問題，3.2.3 では，極限の概念が介入した問題を順に検討
していく．3.3 では，E.Fischbein の研究を検討した結果明らかになっ
た児童生徒の無限に対する認識の実態を述べる． 
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第 3 章  E.Fischbein の研究の検討 
3.1 先行研究との関係性  
 2.4 から直線の連続性を扱うということは，実数の連続性を扱うと
いうことと同値な関係にあることがわかった．実数の連続性をモデル

化した数直線を考える．数直線上にはあらゆる実数が隙間なく存在す

る．数学的に言えば，実数の連続性公理から，数直線を切断すれば一

つの実数が確定する．すなわち，何度切断を繰り返しても断面にただ

一つの実数が存在するということである．言い換えれば，切断という

操作は無限に繰り返すことが可能である．E.Fischbein（1979）は，
この切断という操作を無限に繰り返すことが可能か否かを子どもた

ちがいかに認識しているかを研究した．彼は研究の目的を次のように

述べている． 
 
 “研究の目的は，無限に対する直観と呼ばれるものに焦点を置いて，

無限の概念が介入する問題解決において，さまざまな象徴的な背景

が及ぼす影響を究明することである．言い換えれば，年齢や数学的

知識，学校の成績などに対する影響への依存を究明することで引き

起こされる抵抗を見付け出したい．”¹⁾ 
 
E.Fischbein は無限の概念が介入した問題解決にあたって，子どもた
ちが直観的に無限をいかに捉えるのかを無限分割可能性の概念が介

入した問題，超限基数の概念が介入した問題，極限の概念が介入した

問題をそれぞれ提案し，イスラエルの小学校 5 年生から中学校 3 年生
を被験者として調査した．筆者は彼の研究を直線の連続性の観点から

見て，子どもたちの無限に対する認識を明らかにしたい．そこで 3.2.1
では，無限分割可能性の概念が介入した調査問題及び調査結果の検討，

3.2.2では，超限基数の概念が介入した調査問題及び調査結果の検討，
3.2.3 では，極限の概念が介入した調査問題及び調査結果の検討をす
る． 
 
3.2 直線の連続性の観点から見た検討  
 直線の連続性，ここでは実数の連続性を考える上で，無限分割はも

ちろんのこと極限及び超限基数の概念は数学上重要な概念であるこ

とが 2.1 及び 2.2 から分かる．3.2.1，3.2.2，3.2.3 で直線の連続性の
観点から見たそれぞれの概念が介入した調査問題及び調査結果の検

討をする． 
 
3.2.1 無限分割可能性の調査問題及び結果の検討  
 筆者が子どもたちに，直線の連続性すなわち実数の連続性を考えさ

せるのに，直接連続性公理を教えることは不可能と言える．その中で，

無限分割可能性の概念が介入した問題を子どもたちに考えさせるこ

とは，最も実数の連続性を考えさせることに近いと思われ，

E.Fischbein が調査したように，子どもたちは直観で答えることがで
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きる．2.2 でも述べたが，筆者は実数の連続性は Dedekind の定理，
Weierstrass の定理，有界な単調数列の収束，区間縮小法の 4 つの定
理で構成されるとした．この無限分割可能性はどの定理でも理解され

得るが，Dedekind の定理と区間縮小法による連続性の考え方に極め
て似ている．Dedekind の定理は，2 つの相異なる集合を考え，それ
ぞれの元の中間値を無限にとっていく区間縮小法によって証明され，

この証明方法は E.Fischbeinが提示した無限二等分分割の問題と同様
な考え方によるものである．すなわち，無限分割可能性の概念が介入

した問題を考えることは直線の連続性の概念が介入した問題を考え

ることと同値な関係にあるため，E.Fischbein の無限分割可能性の概
念が介入した調査問題そして調査結果を用いることで，あたかも直線

の連続性の概念が介入した調査結果が得られたと仮定して以下検討

していく． 
 E.Fischbein が提示した無限分割可能性の概念が介入した調査問題
は次のようにある． 
 
 “線分 AB を二等分する．点 H はその線分の中点である．今，線分

AB と HB を二等分する．点 P と Q は，それぞれ線分 AH と HB の
中点を表す．同様に分割していく．分割するにつれて，断片はます

ます小さくなる． 
  断片がとても小さくなるのでさらに分割することが不可能な状

態に辿り着くだろうか．あなたの答えを説明しなさい．”²⁾ 
 

 
 
分割することが不可能な状態に辿り着くかどうかというのは，分割し

た箇所，断面を点とすれば，線分 AB が有限の点で構成され得るのか
どうかということでもある．線分 AB を数直線とみるのであれば，線
分 AB 上に存在する実数が有限かどうかということでもある． 
 この問いに対する E.Fischbeinの調査結果は次の表のようにまとめ
られた．また，この表は資料 (｢THE INTUITION OF INFINITY｣
TABLEⅠ)を筆者により書きなおしたものである． 
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表 1 無限分割可能性の調査結果  

ｶﾃｺﾞﾘｰ 回答 合計 
470 人 

5 年生 
46 人 

6 
58 

7 
152 

8 
104 

9 
110 

1. 実際は，その過

程に終わりは来

るが，理論上は

無限である． 

12.2(%) 6.5(%) 8.6 11.2 16.3 13.8 

2. その過程は無限

である． 
29.0 17.4 44.8 31.6 27.9 22.9 

1+2 ‐ 41.2 23.9 53.4 42.8 44.2 36.7 
3. その過程に終わ

りは来る． 
55.4 76.1 44.8 51.3 51.0 62.4 

4. 無回答 3.4 -­ 1.7 5.9 4.8 0.9 
 
表 1 を見ると，回答は 4 つのカテゴリーに分けられている．カテゴリ
ー1 は，「実際は，その過程に終わりは来るが，理論上は無限である」，
カテゴリー2 は，「その過程は無限である」,  カテゴリー3 は，「その
過程に終わりは来る」で，カテゴリー4 は，「無回答」である．また， 
E.Fischbein は，「無限」という回答のイメージをより完璧にするため
にカテゴリー1 と 2 を組み合わせた．また，カテゴリー1+2 とカテゴ
リー3 すなわち「無限」と「有限」それぞれの回答の主な理由は次の
ようにある． 
 
  “その過程は無限である．なぜなら： 
 [1]あらゆる線分には，無限に点が存在する．(5.5%) 
 [2]私たちは，常に線分の分割を続けることができる．(13.2%) 
 [3]完璧な方法で常に続けることができる．(5.1%) 
 [4]線は面積をもたない．(4.0%) 
  その過程は有限である．なぜなら： 
 [1]線分は有限である．(47.2%) 
 [2]私たちの手段は有限である．(4.7%) 
 [3]全てのものに終わりはある．(0.6%)”³⁾ 
 
 無限分割が可能ということは，数学的に言えばデデキントの定理か

ら実数の連続性が成り立つということだが，それは数直線上に有理数

以外に無理数が存在するということでもある．しかし，児童生徒は，

少なくとも日本の中学校数学科では，中学校 3 年生で初めて無理数を
学習するため，この調査でもほとんどの児童生徒が無理数を知らない

と仮定する．この仮定で連続性を考えるとき，児童生徒の認識の上で
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は，有理数の稠密性を知っていれば無限分割が可能である，すなわち

直線は連続であると考えられる．すると，表 1 のカテゴリー1+2 から
4 割の児童生徒が有理数の稠密性を認識している，有理数が無限に存
在することを認識しているという実態を仮定できる．また，過程が無

限であるとしたうちの数人は，線分には無限に点が存在することを認

識しているため，有理数の稠密性もしくは無理数の存在を認識してい

るという実態を把握することができる． 
 また，無限分割が不可能であると答える児童生徒は半数以上だが，

彼らは有理数の稠密性を認識していないことが上述から言える．彼ら

の中には，有理数が無限に存在することを認識していないだけでなく，

整数の範囲でしか直線を見ることができていない児童生徒もいるか

もしれないという実態を把握することができる． 
さらに，有限と認識している児童生徒の半数が｢線分は有限だから｣

分割は終わりが来るとしている．この調査結果から，線分が有限とい

うことが，分割は有限と認識している大きな原因ではないかと考えら

れる．この調査結果からでは判別できないが，この認識は大きく 2 つ
に分けられると仮定できる．1 つは，線分 AB の分割を物理学的現象
として考えた場合，存在し得る物体の最小のものは原子であり，原子

はそれ以上分割され得ないという事実から答えるかもしれない．2 つ
は，無限に分割していけば断片は 0 に限りなく近づくからと答えるか
もしれない．すなわち，仮にも第二の認識を有しているのであれば，

児童生徒は無限分割を受け入れていると言えるかもしれない．無限分

割を受け入れることで，断片が 0 に収束することを認めていると考え
られるからである． 
 
3.2.2 超限基数の調査問題及び結果の検討  
 超限基数は超限集合論の創始者である G.Cantor により，“超限基数
とは有限のカルジナル数をもつ集合を有限集合と言い，他のすべての

集合を超限集合，そしてこれら後者が与えるカルジナル数を超限カル

ジナル数”⁴⁾と定義された．ここで，カルジナル数を日本語に訳した

ものが基数 (Kardinalzahl)であり，現代数学で述べられる濃度
(Machtigkeit)である． 
 3.2.1 で有理数の稠密性を認識している児童生徒がいるかもしれな
いという実態を得たが，有理数全体の集合は上述の超限集合の一つで

ある．すなわち，超限集合の認識は連続性をいかに認識しているかを

明らかにするかもしれない． 
E.Fischbein の調査問題で出された以下の問題は，2 つの超限集合

の大小関係を問う問題である． 
 
“自然数の集合 N と偶数の集合 D を考えなさい．2 つの集合のうち
どちらの集合がより多くの要素を含んでいるか．あなたの答えを説

明しなさい．”⁵⁾ 
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G.Cantor は次の定理を示した．“すべての超限集合 T はそれ自身と対
等の関係にある真部分 をもつ”⁶⁾．すなわち，自然数の集合は対等

の関係にある偶数の集合をもつということである．この定理は，自然

数の集合の要素の方が偶数の集合の要素よりも多いと答える児童生

徒の理由の 4 割を占めてしまっている．彼らは，自然数の集合も偶数
の集合も有限集合としてしか認識できていないために起こった結果

である．E.Fischbein の言葉を借りれば，彼らは｢無限を受け入れられ
ない｣児童生徒である．また，この問題は一対一対応に着目すること

で超限集合を受け入れなければならない．G.Cantor の定理にもある
ように対等の関係をきちんと把握することも超限集合を受け入れる

手段になるかもしれない．  
 
3.2.3 極限の調査問題及び結果の検討  
 極限の概念は，無限を存在において捉えるのでなく運動において捉

えた論理的完成である．2.2 からも分かるように，実数の連続性の定
理を証明する際にも大きく関わる概念である．また，極限の｢限りな

く小さくなる｣という考え方及び表現も連続性を考える上で重要とな

るのは言うまでもない．E.Fischbein が提示した極限の概念が介入し
た調査問題は次のようにある． 
 
 “正三角形の大きさを小さくしていく過程は最終的に終わるのだろ

うか．また，最後の図の面積はいくらになるだろうか．”⁷⁾ 
 
 

 
 
この調査結果は，前者の質問に対して，8 割以上の児童生徒が「その
過程は無限である」と答えている．また，その理由として，「全ての

線分には点が無数に存在する」，「三角形の全ての辺を常に分割できる」

などがある．後者の質問に対して，「小さな三角形」，「点」，「微小な
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面積」，「面積が 0 になる」という回答が得られた．「小さな三角形」，
「点」，「微小な面積」を組み合わせて，無限分割可能性の概念が介入

した問題の議論に合わせると，「無限を受け入れられる」児童生徒と

「無限を受け入れられない」児童生徒に分類できる．したがって，8
割以上の児童生徒が｢無限を受け入れられる｣ため，ほとんどの児童生

徒は極限の考え方を認識しているという実態を得ることができた．ま

た，最後の図の面積を問う調査結果では，面積が 0 である｢点｣という
存在をいかに認識しているかが明らかになった． 
 
3.3 検討した結果 
 無理数の存在をほとんどの児童生徒が知らないと仮定すると，児童

生徒の認識の上では，有理数の稠密性を知っていれば｢直線の連続性｣

を認識できていると仮定した．このとき，無限分割可能性の概念が介

入した調査結果から，無限分割を受け入れる児童生徒が 4 割いるが，
彼らが全員，有理数の稠密性を認識しているとは言えない．それは，

分割過程が無限であるとした理由のうち，数人しか｢線分には無限に

点が存在すること｣を認識していなかったため，無理数の存在を認識

している児童生徒はほとんどいないと言える．また，無限分割を受け

入れない児童生徒は，有理数の稠密性を認識しておらず，場合によっ

ては整数の範囲でしか直線を見ることができていないという実態も

仮定される． 
 また，無限を受け入れない児童生徒の半数以上が，線分が有限であ

るという事実により無限分割を受け入れることができていない．彼ら

は，線分を物理的にしか視ることができていないと仮定される．すな

わち，実数のモデルである数直線をただの一本の線としてしか視るこ

とができていない．言い換えれば，数学的に線分を視ることができて

いないことになる． 
 超限基数の概念が介入した調査結果から，自然数が偶数を含んでい

るため自然数の集合の方が大きいと答える児童生徒が多く見られた．

この結果は，自然数の集合も偶数の集合も有限集合としか認識してい

ない上に，自然数と偶数が一対一対応の関係にあることを認識できて

いないことにあると言える．第 4 章で，取り上げる問題では，直線の
連続性を認識する上で，一対一対応は重要な関係である． 
 極限の概念が介入した調査結果からは，ほとんどの児童生徒が極限

の考え方ができているのに対して，｢点｣という概念は 2 割以下の児童
生徒しか認識できていないことが明らかになった． 
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第 3 章の要約 
 第 3 章では，E.Fischbein による無限に対する直観の研究，特に線
分の無限分割に対する直観の調査結果から｢直線の連続性｣に対する

児童生徒の認識の実態を明らかにすることを目的とした． 
 直線の連続性を扱うことは，実数全体をモデル化した数直線上の実

数の連続性を扱うことと同値である．実数の連続性とは，数直線を切

断すれば一つの実数が存在するということであり，言い換えれば，無

限に切断を行うことができるということである．E.Fischbein(1979)
は，無限分割可能性，超限基数，極限の概念が介入した問題に対する

直観をイスラエルの小学校 5年生から中学校 3年生を被験者として調
査した． 
 特に，無限分割が可能ということは，数学的に言えばデデキントの

定理から実数の連続性が成り立つということだが，それは数直線上に

有理数以外に無理数が存在するということでもある．しかし，児童生

徒は，少なくとも日本の中学校 3年生で初めて無理数を学習するため，
この調査でもほとんどの児童生徒が無理数を知らないと仮定する．こ

の仮定で連続性を考えるとき，児童生徒の認識の上では，有理数の稠

密性を知っていれば無限分割が可能である．すなわち直線は連続であ

ると考えられる． 
 調査結果から，4 割の児童生徒が有理数の稠密性を認識している上
に，数人は無理数の存在を認識しているという実態が得られた．また，

有理数の稠密性を認識していない児童生徒は半数以上に上り，有理数

が無限に存在していることを認識していないだけでなく，整数の範囲

でしか直線を見ることができていない児童生徒もいるかもしれない

という実態を把握することができる． 
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第 4章 
 
 

直線のグラフに対する生徒の認識 
 
 

4.1  離散的表現と連続的表現の統合 
4.2  直線と点集合の関係とその認識 
4.3  「直線の連続性」の学習指導の価値 

 
 
 
 
本章では，直線のグラフに対する生徒の認識を第 3 章の児童生徒の

実態を基に把握し，直線のグラフを学習するに当たって｢直線の連続

性｣を学習指導しなければならない理由を明らかにすることが目的で

ある． 
4.1 では，表からグラフへの移行の際に生じる問題や子どもたちの

認識について明らかにする．4.2 では，直線を点集合で見ることには
どのような意味があるのかを明らかにする．4.3 では，「直線の連続性」
を学習指導しなければならない理由を明らかにする． 
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第 4 章  直線のグラフに対する生徒の認識  
4.1 離散的表現と連続的表現の統合  
 第 4章では，子どもたちの無限に対する認識の実態を把握した上で，
具体的に比例の問題を提示し，「直線の連続性」を学習指導しなけれ

ばならない理由，無限を受け入れなければならない理由を検討してい

く． 
 以下に離散量と連続量の問題から得られた表を記す．また，問題自

体は省略するものとする． 
 
 《離散量の問題》 
  ある釘の本数と重さには下の表 2 のような関係がある． 
 

表 2 釘の本数と重さの関係  
x[本] 0 1 2 3 4 5 
y[g] 0 2 4 6 8 10 

 
《連続量の問題》 

  ある釘の長さと重さには下の表 3 のような関係がある． 
 

表 3 釘の長さと重さの関係  
x[cm] 0 1 2 3 4 5 
y[g] 0 2 4 6 8 10 

 
表 2 と表 3 のデータをそれぞれ座標平面上にプロットしていくと，図
3 のようなグラフを描くことができ，どちらのグラフも一致すること
が分かる．図 3 には，釘の本数または長さの数が 0，1，2，3，4，5
のときの x と y の対応点がそれぞれプロットされている．ここで，表
とグラフはそれぞれ表現形式が違うが，どちらの表現形式でも同じ関

数関係を表しているのは事実である．表は取り得る値が離散的である

のに対して，グラフは連続的である．以下，関数関係を表す表現形式

である表とグラフで関数関係を表現することをそれぞれ「離散的表現」

と「連続的表現」と名付けることにする．表が離散的であるのに対し

てグラフは連続的であるが，これらは同じ関数関係を表している．子

どもたちは，関数をグラフ化するとき，表を描いてから座標平面上に

対応点をプロットしてグラフを描く．しかし，離散的表現と連続的表

現は表現形式が違うが，問題なく表現形式の移行が行えるのか．連続

的表現は，その名の通り連続的であるため，2.3 の連続の定義から何
らの「断絶」も存在しないと言える．すなわち，グラフは無限の点で

構成されていると見ることができる．すると，前述のように離散的表

現から連続的表現への移行が行われるためには，取り得る値が一対一

対応しなければならない．すなわち，グラフ上にある全ての点が表に

表されるはずである．しかし，表は離散的にしか表せないため，全て
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の点を表に描き表すのは現実的に不可能である．そのため，ライプニ

ッツが定義したように，無限は内的精神の上でのみ認識される．すな

わち，子どもたちは表をあたかも連続的であるとみなして表に表さな

ければならない．しかし，第 3 章の児童生徒の実態からも言えるよう
に，多くの子どもたちは，数を離散的にしか扱えていないのである． 
中には，変数が連続量である問題でさえも表 3 のように，離散量だけ
で，整数の範囲だけでグラフを描こうとしてしまう児童生徒もいると

考えられる． 
 また，表 3 における釘の長さと重さの関係を考えれば，長さも重さ
も連続量であるのに対して，表 2 における釘の本数と重さは本数が離
散量で，重さが連続量である．重さが連続量ということは，重さの取

り得る値は無限に存在するということであり，それに対応する本数が

与えられなければ関数関係が成り立たない．しかし，離散量は 0，1，
2，3，…と数え上げる数だけで，それだけでは連続量の取り得る全て
の値と対応する値が得られないのはグラフから明らかである．これか

ら言えるのは，子どもたちは表にないグラフ上の点が何を意味してい

て，離散量と連続量のグラフが一致する理由を考えずに無意識に離散

的表現から連続的表現への移行を行ってしまっているという実態が

あるということである． 
 

 
図 3 釘の本数または長さと重さの関係  
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4.2  直線と点集合の関係とその認識  
第 3 章から分かるように，ほとんどの児童生徒が離散的にしか表を

観ることができていない．そのため，各々の点を結ぶとき，彼らの中

では，直線はユークリッド幾何学による｢任意の 2 点で定まるもの｣と
いう認識であると考えられる．すなわち幾何学的にしか直線を観るこ

とができていない．そこで，連続的に表を観るためには，実数全体と

直線上の点の全体とは一体一の対応が付けられることを認識するた

めに，直観的に数の間の関係を理解できる数直線を用いて，数を直線

上に点で表す，点を座標とて認識することを学ばなければならないと

言える． 
 
4.3 「直線の連続性」の学習指導の価値  
 グラフ上の点と表の数値が一対一の対応の関係にあることを認識

していない上に，点を座標として認識できていないため，現在の関数

分野の指導では，｢直線のグラフ｣を関数として扱うことができていな

いと言える．そのため，直観的に数の間の関係を認識することができ

る数直線と実数全体もしくは有理数全体の対応を学習指導すること

で｢直線の連続性｣を学習指導しなければならないと考える．  
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第 5章 
 
 

本研究の結論 
 
 

5.1  本研究の結論 
5.2  残された課題 

 
 
 
 

 
1.2 では，要請された 5 点の研究課題に対する結果を明らかにする．
また，5.2 では，本研究の残された課題を明らかにする． 
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第 5 章  本研究の結論  
5.1 本研究の結論 
 本研究では，5 点の研究課題が要請された．この 5 点の研究課題が
解決されることによって，本研究の目的が達成される． 
 
【研究課題Ⅰ】  

数学において，「連続（性）」とは何であるか  
研究課題Ⅰに対して，数学における｢連続（性）｣とは，ある事物の

集合に順序を課するとき，その順序において，単にいかなる二つの要

素の間にも第三の要素が見い出されると言うだけでなく，そこに何ら

の「断絶」も存在しないことであるということが明らかになった．ま

た，「直線の連続性」は実数の連続性公理によって構成されることが

明らかになった． 
 
【研究課題Ⅱ-­a】 
表にないグラフ上の点は何を意味し生徒はどう認識しているか 
 研究課題Ⅱ-­a に対して，離散的表現と連続的表現の統合を図るには，
離散的表現を連続的に観ることが求められる．そのためには，無理数

の存在の認識及び表にある点とない点は何を意味するのかを認識し

ている必要がある．無理数の存在に対しては，無限分割可能性の調査

結果から有理数の稠密性を認識いている児童生徒は少なく，有限の有

理数もしくは整数の範囲でしかグラフ上の点を認識できていないこ

とが明らかになった．また，表の点に対しては，表にある点をグラフ

上の代表点として認識する，すなわち他の各々の点が存在することを

受け入れた上で，代表点だけをグラフから取り出していると認識する

必要があると言える． 
 
【研究課題Ⅱ-­b】 
直線のグラフを任意の 2 点で描くことと直線のグラフを点集合と見

て描くことにはどのような生徒の認識の違いがあるか 
 研究課題Ⅱ-­b に対して，研究課題Ⅱ-­a から言えるように，ほとんど
の児童生徒が離散的にしか表を観ることができていない．そのため，

各々の点を結ぶとき，彼らの中では，直線はユークリッド幾何学によ

る｢任意の 2 点で定まるもの｣という認識であると考えられる．すなわ
ち幾何学的にしか直線を観ることができていない．そこで，連続的に

表を観るためには，実数全体と直線上の点の全体とは一体一の対応が

付けられることを認識するために，直観的に数の間の関係を理解でき

る数直線を用いて，数を直線上に点で表す，点を座標とて認識するこ

とを学ばなければならないと言える． 
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【研究課題Ⅱ】  
「直線のグラフ」に関して，生徒は，どのような認識を有しているか  
 研究課題Ⅱに対して，研究課題Ⅱ-­a 及びⅡ-­b から言えるように，｢直
線のグラフ｣は彼らにとってはただの｢直線｣であり座標平面上に点集

合として構成されるグラフとして認識されていない． 
 
【研究課題Ⅲ】  

｢直線の連続性｣を学習指導しなければならないのはなぜか  
 研究課題Ⅲに対して，グラフ上の点と表の数値が一対一の対応の関

係にあることを認識していない上に，点を座標として認識できていな

いため，現在の関数分野の指導では，｢直線のグラフ｣を関数として扱

うことができていないと言える．  
 また，直観的に数の間の関係を認識することができる数直線と実数

全体の対応を学習指導することで｢直線の連続性｣を学習指導すべき

である． 
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5.2 残された課題 
＊直線の連続性に対する認識の実態を調査するための調査問題を提

案し，調査研究を実施したい．  
＊筆者は直線の概念認識を構造主義者として研究しようとしたが，構

造主義で考えることは，児童生徒にとっていかなる価値があるのか，

達成水準を設定しなければ数学者の認識を児童生徒に求めること

になってしまうため，構造主義と機能主義について文献調査を行う．  
＊現在の算数・数学教育に具体的にどのようなアプローチをかけるか

を考える． 
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資料「THE INTUITION OF INFINITY」(筆者による和訳) 
 

問題 
 
心理学は、科学、数学そして、哲学にとって紛れもなく大切な無限

の魅力的な概念をほとんど探求してこなかったということに驚く。ピ

アジェは基礎的な科学の概念の多様体に関して無限の源である新し

いアイデアや見方をし、この方向に極めて限られた貢献をした。 
 この概念の本当の心理学の背景は何なのか？それはもちろん、純

粋な構成概念である。間接的経験は、それを助けるために思い起こさ

せるかもしれない。それは、仮説でさえない。想像できない問題【test】
は、無限を認めることができるか否かである。 
 他方で、私たちは、無限が大きな数学的理想値であるという概念

に同意しなければならない。もし、私たちが、例えばカントールなど

がした、無限が、矛盾しない概念で、他の数学的な概念全体と矛盾し

ないことを証明できるなら、私たちは、無限の数学的な実在を受け入

れるかもしれない。 
 しかし、ここに常に数学的思想を考慮されなければならない 2 つ

の根本的に異なる解釈がある。理想、純粋、最後に、論理的な概念と

して確かである数学的構造がある。そして、複雑で矛盾した無限と強

く関連した問題が残るかもしれない、現実と同じような心理学の概念

がある。 
 それは、無限の概念ということに関して正確である。自明な定義、

定理そして、論理的な証拠が一つである。多様に実在し、思考過程と

解釈で心理学的背景にある、無限の概念を使うことがもう一つである。 
 付随して起こる無限の概念は、この概念と私たちの知的な構想の

間に深い矛盾があるという問題の主な源ということを前提とする。実

にしっかりした私たちの能力、実際の生活、経験、これらの構想は、

自然に有限物体と有限事象に構成される。 
 アリストテレスが無限は実際、純粋な潜在能力すなわち、区間の

増大もしくは区間の分割という無限は起こり得るものだと表現した

ように、その矛盾の第一の解決法は認めることである。それは、カン

トールの大改革まで数学を支配していた実現的な無限の解釈である。  
その大改革の最初の特徴【aspect】は、実在の無限の概念の数学的

有意味性を証明することである。この事実は、まず、精巧さを私たち

のいつもの精神的構想と部分的に矛盾した新しい論理的な構想に求

める。例えば、実存する無限を認めることで、私たちはいくつか相当

するかもしれない奇妙な命題を認めなければならない。 
カントの二律背反（空間における無限と無限の分割可能性の問題と

の関係）は、私たちの見解では、純粋でない哲学的概念ではなく、む

しろ現実の心理学的表現、深い葛藤は、無限の直観に典型的である。 
その葛藤は、おそらくとても深いので、実際、私たちは洗練された

数学的方法と同等で、それを完全に避けることはできない。そして、
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私たちはカントールの大改革の 2つ目の特徴【aspect】に辿り着いた。
私たちの無限に対する直観的理解に直接的な葛藤を再び及ぼし、無限

が存在する以上のことをカントールは証明した。例えば、線分の点の

濃度は、自然数の濃度よりも大きいということは証明されたかもしれ

ない。私たちの無限の直観的理解に相当する無限の濃度の概念の代わ

りに、カントールは無限の世界、そして、階層的に組織化された超限

基数の世界で、無限の存在の可能性を証明した。 
今、超限基数の一組の無限を考慮するとき、卓越した事実に気付か

されるかもしれない。実在する無限から成るアレフの世界は、実在す

る無限の形式でなく、可能性を表している。無限の性質の可能性は、

カントール理論を高いレベルで再現した結果として完全に断念され

たようにみえた、とオスカー・ベッカーは書いた。矛盾した無限の性

質は、高いレベルに押し上げることはできるが、完全に削除すること

はできない。 
私たちの現在の研究の主な目標は、思考過程に実在する力学を考慮

した、無限の性質の矛盾を研究することだった。私たちの目的は、無

限の概念が介入する問題解決において、様々な象徴的な背景が及ぼす

影響を究明することであった。もっと正確に言えば、私たちは、年齢

や数学的知識、一般学校の功績と同じような変量に対する影響への依

存を究明したかった。前述のように、心理学は、これらの問題を解明

することにほんの少し貢献した。 
ピアジェとインヘルダーは子どもたちの空間の表現をテーマにし

ている本で、点と連続体の概念を研究した。彼らの質問は、次の解釈

に付託した。(1)：被験者は、一枚の紙の上に最小と最大の正方形を描
く必要がある。(2)：幾何学的な図の連続する分割（例えば、二つに分
割）。もし、分割の過程が規則的に続くのなら、何が起こると予測す

る必要があるだろうか。(3)：そのような分割の最後の構成要素の形。
(4)：最後の構成要素から成る新たな図の復元。ピアジェとインヘルダ
ーの成果は、次のことを示した。8 歳になる子どもは、最後の構成要
素として小さないくつかの点だけを考慮する。さらに、新たな図の形

を保障する。具体的操作期の間に、子どもは、連続する分割の結果と

して多数の構成要素を示す。しかし、子どもは、無限の性質の過程を

理解することはできない。これらの最後の構成要素は、必ずしも同一

構造の新たな図ではないけれども、とは言っても、若干の大きさや形

は保障する。形式的操作期で、子どもたちは、数が無限に続くことに

着想することができ、形や次元を問わずに、点として最後の構成要素

を考慮することができる。 
フィッシュバインはピアジェとインヘルダーによって得られ、事実

上確認されたピアジェの技術と成果の一部を再現した。例えば、線分

で構成され得る点の関係は、次の成果が得られる（有限数の点を示す

児童生徒の割合）。（ローマ数字は、学校の学年を表す）2 年は 42.0%、
3 年は 28.5%、4 年は 23.5%、5 年は 26.3%、そして 6 年は 0.8%であ
った。2 年と 3 年の被験者は、無限数の点を考慮する。無回答は、4
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年が 3.8%、5 年が 8.8%、6 年が 39.5%であった。「私たちは置きたい
だけたくさんの点を置くことができる」など別の回答形式もあった。

全体で、その過程は終わりがないという特別なアイデアの回答は 6 年
で 49.5%だった。私たちの以前の研究結果を考慮に入れて、ピアジェ
とインヘルダーの研究結果を分析し、その後、解釈が言及される必要

がある。初めに、ピアジェとインヘルダーは、関連していて頻繁に起

こる異なる回答形式の詳細は伝えなかった。ちなみに、私たちの研究

結果では、11 歳から 12 歳の被験者の半分は無限の過程を考慮してい
る。高学年では何が起こるだろうか。その質問は、ピアジェとインヘ

ルダーの研究でも、私たちの以前の研究でもない答えを提示する。二

つ目に、ピアジェとインヘルダーは、連続体の概念に付託したが、操

作上、構成要素の可算無限集合の濃度（連続分割の結果として得られ

る点の集合など）と連続体の濃度を識別しなかった。したがって、無

限の非特異性が考慮されている。ピアジェとインヘルダーが指摘した

「連続体の完全な概念は無理数の概念であるとするには、何が不足し

ているのか」ということは真実である。とは言っても、彼らの研究は

形成されていて、あたかもアレフ・ゼロとアレフ・ワンの存在の違い

は必要ないかのように、主な結論は出されている。 
私たちの現在の研究は、無限の直観と呼ばれるかもしれない何かに

焦点を置いている。私たちは、全世界で直接自明な知識の形式のため

に直観という用語を使う。命題「もし かつ ならば 」

は直観的に真と受け入れられる一例である。もちろんすべての命題を

直観的に受け入れられるわけではないことは自明であり、正しい。 
私たちの現在の研究では、ピアジェとインヘルダー、フィッシュバ

インによって研究された学年よりも高学年を調査している。さらに、

可算無限集合の濃度と連続体の濃度とが対応する無限を二つの段階

に分けようとしている。また、学年と指導方法の影響を通して、無限

の直観の抵抗を見つけ出したい。教育上の学校の影響があるにもかか

わらず、いかにも直観の一連の解釈は不変のままである。最後に、私

たちは、この被験者の無限の直観的解釈と学校の達成水準の関係を見

つけ出したい。  
 

仮定 
 
 前述のように、無限（特に無限分割）の概念は直観に矛盾してい

ると仮定する。よって、答えは二つの正反対の分野に入ると仮定され

る。一つは、区間における無限の直観的アイデアを受け入れ、他方は、

受け入れない。 
 次に、学年でも指導過程でもないものが純粋に直観的な答えの性

質に著しく影響すると仮定する。よって、頻繁に起こる答えの主な分

野は、年齢と学年を通して相対的に不変のままである。 
 私たちは、直観的な解釈で被験者の知的水準の影響に関して確か

な予想をもっていない。 
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 たとえ、私たちは極限の概念に関して不確かな仮定をもっていて

も、私たちはこの解釈と検討中の解釈を連結して、無限の概念の直観

的な理解をより一層明らかにする研究をしようと考えている。 
 
 

方法 
 

被験者 
 
470 人の小学校、中学校の児童生徒にテストを行った。最初のカテ

ゴリーには、46 人の 5 年生と 58 人の 6 年生がいる。そして、二つ目
のカテゴリーには、152 人の 7 年生、104 人の 8 年生、110 人の 9 年
生が含まれる。児童生徒数の代表サンプルを相対的に得るために、二

つ目のカテゴリーの児童生徒には、それぞれ学年レベルでテストをし、

一つ目のカテゴリーはより高い SES に属し、二つ目のカテゴリーは
低い SES に属す。まず、中学校から始め、イスラエルの学年が 3 段
階で、一般に学校の成績を高、中、低で表している。したがって、そ

の 3つの学年の一般的な達成水準が別個に独立変数として考慮される。
この研究は進行中で、私たちは、6 年生の何人かが現代数学の補助的
学習を経験した事実、さらに、学校で通常何を指導されているかを学

んだということを述べられなければならない。全クラスのうちひとク

ラスは、28 人のうち 6 人の子どもたちが天才児のためのコースで学習
していると同時に、他のクラスでは、30 人のうち 13 人の子どもたち
がテル・アビブ大学のコースで学習している。後者のクラスは全体的

に数学が得意になるとみなされているという重要な情報を私たちに

学校が提供してくれた。 
 
 

手段 
 
 一人の女性の実験者が全ての被験者にテストを施行した。そのテ

ストは、10 項目の質問形式で構成され、それぞれのクラスは会議で受
け取る。その項目は、線分の分割、超限基数、極限に属している。 

 
 

項目 
 
 (1)：線分 AB を二等分する。点 H はその線分の中点である。今、

線分 AB と HB を二等分する。点 P と Q は、それぞれ線分 AHと HB
の中点を表す。同様に、分割していく。分割するにつれて、断片はま

すます小さくなる。質問：断片がとても小さくなるのでさらに分割す

ることが不可能な状態に辿り着くだろうか。あなたの答えを説明しな

さい。 
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(2)：質問 1 の線分 ABをもう一度考察する。今回は、線分を二等分

する代わりに三等分する。断片がとても小さくなるのでさらに分割す

ることが不可能な状態に辿り着くだろうか。あなたの答えを説明しな

さい。 
 
(3a)：もし質問 2 の答えが「はい」なら、最初の質問（線分を二等

分）よりもこの状態に早く辿り着くことになるのだろうか。あなたの

答えを説明しなさい。 
 
(3b)：ABと CD は異なる長さの線分で、AB は CD よりも長い。線

分 AB を分割し、その中点を と呼ぶ。線分 CD を分割し、その中点
を と呼ぶ。 と が対応する。その後も線分を分割し続けてみよ

う。 と の中点をそれぞれ 、 そして と  の中点をそれ
ぞれ 、 と呼ぶ。 が と対応し、 が と対応する。この過程を実

行し続けてみよう。質問：線分 AB 上の分点に対して、線分 CD 上に
対応する点がもうない状態に辿り着くだろうか。あなたの答えを説明

しなさい。 
 
(4)：自然数の集合 N と偶数の集合 D を考えなさい。質問：二つの

集合のうちどちらの集合がより多くの要素を含んでいるか。あなたの

答えを説明しなさい。 
 
(5)：Cは線分 AB 上の任意の点である。質問 1 で行ったように線分

AB を分割し、さらに分割する。質問：このとき、分点の一点は点 C
と一致するだろうか。あなたの答えを説明しなさい。 

 
(6)：長さが 1 ㎝の線分 AB を考えなさい。そして、辺が 1 ㎝の正方

形を考える。質問：正方形上の点に対応する線分上の点を見つけるこ

とは可能だろうか。あなたの答えを説明しなさい。 
 
(7)：正方形と立方体を考えなさい。質問：立方体上の点に対応する

正方形上の点を見つけることは可能だろうか。あなたの答えを説明し

なさい。質問 6と 7は何が関係しているかをいくつかの口頭と図解で、
障害を取り除くために補足する。この質問は、二つの集合の一対一対

応を言っている。 
 
(8a)：線分 AB が直径の半円を作図しなさい。AB を二等分した部分、

AC と CB に図 7 のように二つの半円を作図しなさい。等分割と半円
の作図を繰り返しなさい。質問：補助線の長さを短くしていくと、波

線の長さはどうなるだろうか。あなたの答えを説明しなさい。 
 
(8b)：補助線の長さを短くしていくと、半円によって決められる面
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積の和はどうなるだろうか。 
 
(9)：長方形 ABCD を考えなさい。周の長さが一定のままになるよ

うに長さを増やし、幅を減らすことで新しい長方形を作図しなさい。

この過程を続けると長方形の面積はどうなるだろうか。 
 
(10a)：ABC は正三角形である。辺を二等分し、中点を と 、 と

する。三角形 を考え、中点 と 、そして をとる。同じ操作

を繰り返し続ける。質問：この操作に終わりはあるのだろうか。 
 
(10b)：最後の図の面積はいくらになるだろうか。Note 1 を見なさ

い。 
 
 
 

結果 
 
それぞれの答えを 5 つの独立変数を用いて個々に表にする。 
(1)学年（5 年生から 9 年生）、(2)校種（小学校か中学校）、(3)中学

校の中の 3 学年、(4)中学校の中の 3 つの達成水準、(5)性別。上述の
それぞれに独立χ二乗法が実行される。答えが分類できる関連したい

くつかのカテゴリーを全ての表が含む（全回答は 470 件(=N)）。しか
し、χ二乗判定法は一般にすべてのカテゴリーに実行できない。なぜ

なら、これが有意義だとは限らないからである。それぞれの場合にお

いて、実際のカテゴリーの分析は、明確に述べられる。 
簡潔さのために、今は性別がχ二乗法の答えには重大ではないとい

うことを述べる。よって、私たちは、それぞれの質問の結果を述べる

とき、これを繰り返さなくてよい。 
 
 
無限分割可能性。まず、初めに質問 1 の回答を考察する。表Ⅰは、

回答を 4 つのカテゴリーに分けられている。：(1)実際は、その過程に
終わりは来るが、理論上は無限である。；(2)その過程は無限である。；
(3)その過程に終わりは来る。；(4)無回答。｢無限｣という回答のイメー
ジをより完璧にするためにタイプ 1 とタイプ 2 を組み合わせる。表Ⅰ
を見ると、回答は 2 つの主なカテゴリーに分けられる。すなわち、「そ
の過程は無限である」と「その過程には終わりが来る」である。6 年
生を除いて（現代数学で補習を受ける被験者）、それぞれの学年のレ

ベルのほとんど回答者が、その過程には終わりが来るという考えを支

持している。（もし、私たちが「無限」と「有限」に属する回答（す

なわち、カテゴリー1 と 2 対カテゴリー3）になると二分するのなら、
全てのテスト被験者のほとんど（55.3%）が、その過程は有限である
と考えている）。この二分は学年に渡ってχ二乗判定法を課すと、2 段
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階【.02 level】で重要である 12.25（df=4）という値を得た。 
表Ⅰの最後の 3 列は、中学生の被験者の 3 段階の達成水準の回答者

の割合を示している。最も高い達成水準の被験者は「有限」の 2 倍も
「無限」で、真ん中の達成水準の被験者は、平等に分かれ、最も低い

達成水準の被験者は、かなり「有限」の方が多いと理解している。 
回答の両タイプ（「無限」と「有限」）を「抽象的」と「具体的」と

いう形の説明で述べるのは重要である。 
次に関連したカテゴリーの説明が見られた。： 
その過程は無限である、なぜなら：(1)あらゆる線分には、無数の点

が存在する（5.5%）。(2)私たちは、常に線分の分割を続けることがで
きる（13.2%）。(3)完璧な方法で常に続けることができる（5.1%）。(4)
線は面積を持たない（4.0%）。 
その過程は有限である、なぜなら：(1)線分は有限である（47.2%）。

(2)私たちの手段は有限である（4.7%）。(3)全てのものに終わりはある
（0.6%）。 
全ての被験者が要約して彼らの答えを説明できるとは限らないの

で、100%得ることができない。他の質問にしても同じような状況に
直面するだろう。質問 2 の答えは、表Ⅱに示す。質問 2（連続する三
等分分割）の答えは、質問 1 の答えと厳密に似ている。ここにある分
析表は、カテゴリー1 と 2 に対してカテゴリー3 で作られている。こ
の質問において、6 年生の答えは他の被験者の答えに似ている。した
がって、χ二乗判定法は意味をもたない。校種も中学校の中でもない

テストが重要である中、またしても 3 つの達成水準が異なっている。
答えの解釈もまた、質問 1 の答えの解釈に似ている。 
無限過程の理由：(1)あらゆる線分には、無数の点が存在する（4.7%）。

(2)線分を常に分割し続けることができる（11.7%）。(3)完璧な方法で
常に続けることができる（5.5%）。(4)線は面積をもたない（0.2%）。 
有限過程の理由：(1)線分は有限である（52.3%）。(2)私たちの手段

は有限である（4.3%）。(3)全てのものに終わりはある（0.5%）。 
質問 3a は最初の 2 つの質問（連続する二等分分割と三等分分割）

を参照した過程を比較するための対象が必要である。そして、私たち

は、これらのひとつの過程が、より早く終わるかどうか確かめる。答

え（表Ⅲa）は 2 つの主なカテゴリーに分けられる。6 年生は他の被験
者と顕著に異なり、｢同様に無限｣という解答を 84.5%が支持している。
全学年にわたってχ二乗判定法が極めて重要である。しかしながら、

これは 6 年生の能力に帰属している。中学生（7、8、9 年生）の答え
はとても安定している。小学生を比較する場合、違いは重要である。

中学生の中の 3つの達成水準の比較をすると、重要なχ二乗の 41.44%、
という値をもたらした成績上位者による「無限」という答

えの割合が高い。 
全ての被験者の 17%が質問に答えなかったということは表Ⅲaに見

られる。それ故、答えのひとつに「無解答」を含み、独立しているさ

らなるカテゴリーのχ二乗判定法を計算し直す。手短に、さらなる「無
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解答」は前の何らかの結果と変わりはない。 
 
質問 3b は異なる長さの 2 つの線分にある点の数が関係している。

表Ⅲb はこの質問に対する答えの分類を示している。無限分割に関し
て前の質問から得られる結果に非常に似ている結果がここにある。全

ての答えの大部分は、「無数の点が存在する」というアイデアか「短

い線分ほど点が少ない」というアイデアを支持する 2 つのカテゴリー
に分けられる。被験者の全体にわたって、後者の見解を大部分が支持

している。これは 6 年生を除く、それぞれの学年でもまた見られ、重
要となるχ二乗の値のために貢献する。5、6 年生に 7、8、9 年生の
比較をするのではなく、6 年生を除くのと 5、6 年生を除くのとでは、
χ二乗判定法は違いがもはや明らかでない。達成水準の効果は、似た

傾向で再び重要となる。 
質問 3b で、「長い線分ほど多くの点が存在する（10.0%）。」という

のを除いて、彼ら自身の解答で説明する以外の十分な補足の説明がな

い。 
年齢の影響に関係する正しいイメージを得るために、6 年生は除か

れなければならない。したがって、私たちは 5 年生と 7 年生の比較と
5 年生と 7、8、9 年生の比較もする。（質問 1、2、3a そして 3b のた
めに）。表Ⅰ、Ⅱ、Ⅲa そしてⅢb を解析すると明らかな傾向を見つけ
られる。すなわち、5 年生より 7、8、9 年生に「無限」と答える子ど
もが常に多いことが読み取れる。これはよそに、質問 1 だけは「飛躍
的な差」で統計的に重要である。 

 
超限基数。質問 4 は自然数の集合と偶数の集合の比較が関係してい

る。表Ⅳは、ほとんどの被験者（70%）が偶数よりも自然数の方が多
いというアイデアを支持しているということを明らかにしている。大

前提として自然数の集合は偶数の集合を含んでいる。1 割の被験者の
片方は、2 つの集合は「同数」だと支持している。彼らの論理的思考
では、両方の集合が無数の要素を含んでいる。もう片方の 1 割の被験
者は、答えを出すことができていない。 
後に解釈を述べる： 
2 つの集合は「同数」である。：(1)両方の集合に無数の要素がある

（0.2%）。(2)もし、有限集合とみなすのなら、N の方が多く、そうで
ないなら、集合は｢同数｣もしくは無限である（0.4%）。(3)私たちは、
2 つの集合の間に一対一対応を見つけることができる（0.4%）。N の

方が多い理由：(1)両方の集合に無数の要素があるが、N は D を含む
（5.3%）。(2)N は D を含む（37.4%）。(3)N は無限集合なので、N に
より多くの要素がある（8.9%）。 
基礎的なこの質問に答える直観は、全ての年齢で変わらない。この

質問の答えが二つに分けられる（a：「無限に数がある両集合」、b：「同
数でない両集合」）とき、5 つの独立変数のいずれかを得られるχ二乗
法の値はどれも意味をもたない。答えが三つに分けられる（a：両方



43 
 

とも無限；b：自然数の集合の方が多い；c：偶数の集合の方が多い）
とき、次に中学生の達成水準が重要性をもたらす。この結果は、成績

上位者のほとんどが自然数の集合の方がより多いと断言していると

いうのが原因である。 
 
質問 5：もし、線分 AB を引き続いて二等分するのなら、分点のい

ずれか一点は線分上の点 C と精密に一致するだろうか。この質問の答
え（表Ⅴ）は一般的なχ二乗判定法（カテゴリー1 と 2 対カテゴリー3）
で解析される。重要な結果が達成水準で出る。実際、成績上位者でさ

え、誤った答えの割合はまだとても高い（79.8%）。6 年生では、誤っ
た答えの割合はさらに高い（91.4%）。 
次に、被験者によって書かれた補足の説明を記す。 
その点が到達する理由：(1)分割は無限である（7.5%）。(2)線分は有

限である（58.1%）。(3)線分は点を有限数個含む（0.4%）。5 年生と 7
年生の比較、そして 7、8、9 年生に対して 5 年生は、質問 4 と 5 の両
方ともに重要性をもたない。 

 
質問 6：線分 AB 上の点と正方形上の点を比較。表Ⅵはそれぞれの

学年で被験者の 65%以上が、正方形上のすべての点を線分上の点に写
すことは不可能であると断言していることを表す。χ二乗判定法はす

べての学年にわたって有意義である。5 年生からより高学年の明らか
な改善点があるにもかかわらず、それぞれの学年の被験者のたった三

分の二しかこの質問に誤った答えを出していない。5 年生からより高
学年の思考の変化は、χ二乗法の重要な値が原因ということで十分か

もしれない。しかし、興味深いことは、9 年生の思いがけない落ち込
みで、80%以上が点は一致しないだろうと信じている。その結果とし
て、中学校の中の解析は重要なχ二乗検定値をもたらされる。小中学

校の比較も達成水準も重要な違いがある結果が出ない。これにもかか

わらず、5 年生と 7 年生、5 年生と 7、8、9 年生の比較は重要な違い
をもたらす。 
被験者の答えの説明はずいぶん様々で、2 つだけ似た形の説明がそ

れぞれの見解で出された。これらの被験者は、点が常に一致すると断

言した。被験者の 10%は、正方形と線分上には点が無数に存在すると
言い、14%は、正方形の辺と線分は同じ長さであるという説明をした。
38%の被験者が正方形は線分を含んでいるから、8%の被験者が線分の
面積は正方形の面積よりも小さいからという理由で、点は一致しない

と断言した。 
 
質問 7：正方形と立方体上の点の対応。この質問の答えの区分を表

Ⅶに表す。少なくともそれぞれの学年段階の被験者の 70%が、立方体
の点と正方形の点は一致しないと支持している。中学校に対する小学

校と 7、8 年生と 9 年生の比較は重要でない。他方で、5 年生より 7
年生に無限を提言する被験者が多いことは重要である。 
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様々な説明のタイプがあるため、2、3 のタイプしか提示しない。点
が一致すると主張する被験者の頻繁な理由は：(1)それぞれに点が無数
に存在する（10.6%）。；(2)点は面積をもたないので、常に続けること
ができる（2.1%）。； (3)立方体の辺と正方形の辺は同じ長さである
（10.3%）。点が一致しないと主張する被験者の頻繁な理由は： (1)正
方形は立方体の一部である（立方体は正方形を含む（37.9%））。；(2)
正方形は二次元で、立方体は三次元である（12.1%）。 

 
極限。質問 8a：曲線の長さ。この質問の答え（表Ⅷa 参照）は、一

度 3 つのカテゴリーで分析され、2 つのカテゴリー（最初のカテゴリ
ー対二つ目、三つ目のカテゴリー）で分析される。2 つの結果の集ま
りは等しい。その結果は二分された分析からここに伝わる。年齢を上

回って、χ二乗検定値は 36.75、df=4、p<0.0001 は非常に重要である。
表Ⅷa を見ると、6 年生の大部分が不変のままと主張している（93%）
のが主な結果である。中学校の中ではχ二乗検定値が重要な意味をも

たない。 
達成水準の間の違いは重要である。成績中位者と成績上位者の 60%

は波線の長さが一定のままだと信じ、成績下位者の三分の一も同様に

信じている。 
 
質問 8b は半円によって定められる面積の和がどうなるかを尋ねて

いる。この質問に対する答え（表Ⅷb）は再び 4 つのカテゴリーにわ
たって区分している。しかしながら、二つ目と三つ目のカテゴリー（す

なわち、面積は変化する）の分析は、一つ目のカテゴリー（面積は一

定）と合同で比較する。この質問は、学年間、小学校と中学校の間、

中学校の中、達成水準の中でも大いに違いがある。さらに、6 年生は
全学年、そして小学校と中学校の間の両方で、有能な結果に大いに関

与する。最も印象的な発見は、面積の和が一定のまま（誤った答え）

と支持する被験者の割合が 5 年生より、7、8、9 年生の方が大きく、
どの学年よりも 6 年生が大きく、成績下位者より成績上位者の方が大
きいことである。 
次に、被験者によって提示された説明について述べる。： 
面積が減少する（正しい答え）理由：(1)最終的に面積をもたない直

線になる（3.6%）。(2)面積は 0 に収束する（1.5%）。(3)断片はより小
さくなる（4.0%）。(4)半円の長さは減少する（1.1%）。(5)半径が減少
する（0.4%）。 
面積が一定の理由：(1)半円の数が増加する代わりに、それぞれの半

円の長さが減少する（25.9%）。(2)（誤った）幾何学的証明（1.1%）。 
曲線に従属する面積は一定であると主張する被験者は、同じく曲線

の長さが一定だと信じているかどうかという興味深さに気付く。4 分
の 3にあたる 388人の被験者は、2つの質問に矛盾のない答えを出し、
その被験者の 68%は、両方の場合で一定のままだと主張した。χの係
数 0.44 は非常に重要である。 
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質問 9：周の長さが一定の長方形の面積の変化。表Ⅸは回答を 5 つ

のカテゴリーに分け与えた。それぞれの学年（8 年生を除く）でほと
んどの被験者が、長さと幅が変化するにもかかわらず、面積は周の長

さに従って一定だと間違って信じている。 
分析はカテゴリー1（面積は減少する）とカテゴリー2（面積は一定

である）で一度実行され、不変と変化でもう一度実行される。両方の

分析は、重要な違いをすべての学年、小中学校、そして達成水準で生

み出す。不変と変化（減少または増加、不安定かどうか）は大いに 3
つの学年で違いがあるが、｢不変｣と｢減少｣は 7、8、9 年生の間ではそ
こまで違いがない。 
調査結果の下では、最初の 2 つのカテゴリー（面積が減少するとい

うのと面積は一定である）の比較が基盤になる。すべての学年で、こ

の質問における有意義なχ二乗の結果は、小学生が出す正しい答えの

低い割合が明らかな原因である。これは、小学校と中学校の比較から

得られる非常に重要なχ二乗値 14.31 に反映される。中学校の中での
答えの区分は、学年間でかなり安定（無意味なχ二乗）しているが、

達成水準間では安定していない。成績上位者と 6 年生で最も誤った答
えの割合が高いのに気付く。 
上記の分析は、｢無回答｣を含み一つのカテゴリー（「減少」と「一

定」に加えて）として解釈される。χ二乗値はこの変化の結果として

有意味か無意味にもならない。 
情報から不動の開発動向に帰するのは難しい。しかしながら、もし

小学生（5、6 年生）と中学生（7、8、9 年生）を比較するのなら、年
齢とともに正しい答えが増加している割合に気付くかもしれない。他

方で、最も高学年（9 年生）であることを考慮しても、面積は不変で
あると支持する被験者の割合が、面積は減少すると推論する被験者よ

り大いに多い。 
次に関連のある理由を記す。： 
面積が減少する理由：(1)面積は 0 に収束する（5.1%）。；(2)幅が減

少する（0.2%）。；(3)数学的証明（7.9%）。 
面積が一定である理由： (1)周の長さは変わらない（20.3%）。；(2)

長さと幅の間の補償（18.1%）。 
 
質問 10a：正三角形。大きさを小さくしていく過程は最終的に終わ

るのだろうか。 
それぞれの学年で 4 分の 3 以上の被験者が、その過程は無限という

ことに同意している（表Ⅹa 参照）。その過程は無限であるという考え
を支持している被験者の割合は、7 年生の後は減少しているけれども、
全体のχ二乗判定法は有意義な違いを表さない。 
次に正当化した理由の形式が見つけられる。 
その過程が無限である理由：(1)全ての線分には点が無数に存在する

（12.5%）。；(2)三角形のすべての辺を常に分割できる（0.2%）。；(3)
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三角形はより小さくなるが、その過程は決して終わらない（3.4%）。 
その過程が有限である理由： (1)面積が減少し、面積がなくなる

（3.0%）。；(2)点を動かすための場所がなくなる（3.0%）。 
小学校と中学校の比較もまた重要でないが、中学校の中では、より

被験者の学年が上がるにつれて、その過程は終わりが来ると支持して

いる割合が大きくなることは、6.42 の重要なχ二乗値を出している。
成績上位者のほとんどが、その過程は無限であると考えることは、こ

の変化が分析されるとき重要な違いに関与される。 
 
質問 10b：最後の図、正三角形の面積。この質問の答えの区分は表

Ⅹb に表す。年齢の影響に関して明らかでない結果が情報から引き出
される。被験者の年齢が上がるにつれて少なくなる「微小な面積」と

いう答えがある。すなわち、5 年生でほぼ 50%だったのが 9 年生では
4 分の 1 以下になる。 
情報の分析で、答えが 2つのカテゴリーに分かれる。すなわち、「点」

と「面積が 0 になる」である。独立のχ二乗判定法は、一度すべての
カテゴリーで実行され、再び「無回答」のカテゴリーを除いて実行さ

れる。「無回答」を含むか含まないかで、有意水準の結果に影響しな

い。3 つのカテゴリー（「小さい三角形」、「点か面積がない」、「微小な
面積」）の分析が基の結果を与える。  
これらのカテゴリーは学年間で有意義に分けられる。これは、高学

年の子どもたちは「小さい三角形」という回答に偏る一方で、低学年

の子どもたちは「微小な面積」という回答に偏っているのが原因であ

る。だから、中学校の中で安定している回答は、無意味な違いを示す

なか、小学校に中学校を比較するのは有意義である。 
達成水準にとってχ二乗判定法は大いに有意義である。しかしなが

ら、この結果の説明は簡単でも明らかでもない。達成水準の間で激し

く目立つカテゴリーは「微小な面積」である。この回答は、成績下位

者は 12%で、成績中位者はその 2 倍で、さらに成績上位者はその 2 倍
である。 

 
 
 

議論 
 

1．無限分割の直観に矛盾する性質  
 
区間の無限分割の考えは、それ自体矛盾しているということについ

て議論される。したがって、この矛盾は答えを 2 つの主要な正反対の
カテゴリー、すなわち無限分割を受け入れるのと受け入れないのに分

けることにより明らかになるということを期待する。研究結果は仮定

を裏付けた。すべての学年で、すべての質問にとって区間の連続する

分割に関して、答えはこれらの 2 つの正反対の方向へ向かわされる。
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「有限」という答えが大抵通用しているが、「無限」という答えはす

べての答えの 40%近くで次いでいる。 
研究結果の上で、いくつか別の可能性の解釈を考慮する。初めに、

被験者は無限の概念（厳密に言えば、無限分割の概念）を有していな

いことについて議論されるかもしれない。よって、彼らの答えは実際

出まかせで、その無限分割は受け入れられるか受け入れられないかと

いうことについて議論されるかもしれない。 
しかしながら、この議論は次の理由で切り捨てられるだろう。他の

いくつかの質問に対する彼らの答えの特徴を明らかにするにつれて、

無限の明らかな概念はほとんどの被験者によって理解されている。こ

れらの質問：(a)｢線分を連続して二等分分割することで、任意に線分
上の点を与えられ、分点のひとつが一致するのか。｣必ず一致すると

いう考えを誤ってほとんどの被験者が支持するということが示され

ている（表Ⅴ参照）。少なくとも暗黙のうちに、分割の過程が終わる

のを受け入れるということは、線分上のあらゆる点がいつかは分点の

ひとつに辿り着くということを示している。(b)正三角形の解釈。すべ
ての学年段階で被験者のほとんど（78～90%）が、その過程は無限で
あると支持している（表Ⅹa 参照）。 
したがって、被験者が無限の概念に対する直観的なアイデアを持ち、

答えがほとんど出まかせではないということを認めなければならな

い。 
答えの双対性のある第二のもっともらしい説明は次のことかもし

れない。：教えられたこと、例えば、｢線分は無数に点を含む｣という

ことを再生する児童生徒がいる。そして、それをしない児童生徒がい

る。 
調査結果は、被験者の反応が実際、数学の知識に影響されていると

いう結論を実に支えている。調査結果によって気付かされることがあ

るので、十分に数学を学習した 6 年生と成績上位者は彼ら自身と他の
被験者を区別する。しかし、数学教育の影響はそれ自身で次の結果を

説明できない。(1)少なくとも 7 年生から無限という答えの割合が増加
していない。逆に、質問 3a を除く無限の概念に属するすべての場合
に、無限という答えの割合が 7年生から 9年生にかけて減少している。
(2)ほとんどの質問で、成績上位者（質問 4、6、7、8）であることを
考慮に入れると有限という答えの割合は非常に高い。したがって、た

とえ指導過程が答えに影響するということを受け入れるにしても、第

二の要因はなおさら考慮される必要がある。 
研究結果の第三のもっともらしい説明は次のことになるかもしれ

ない。質問は 2 つの異なる方法で説明できる事実があるので、2 つの
正反対の答えのカテゴリーがある。例えば、線分の連続する分割を引

用する質問は、数学的線分は理想的な無次元の点で分割されるという

概念に関連したこと、もしくは物質的線分すなわち作図は、小さな有

形の図で物質的に分割されると解釈されるかもしれない。 
第一に、正しい答えは｢連続する分割の過程は無限｣だろう。第二に、
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許容範囲の答えは｢過程は有限｣だろう。 
この第二の解釈は、最初はもっともらしく聞こえるけれども、被験

者の論証の吟味が受け入れないことを認める。全員ではないが「有限

主義者【finitist】」の答えは、「具体主義者【concretist】」の論証に付
随して起こり、同じく「無限主義者【infinitist】」の答えは、「純粋主
義者【purist】」の論証に付随して起こる。その過程には終わりが来る
と主張するほとんどの被験者は、｢区間は有限である｣（すなわち、理

論的な論証）という根拠によって答えを裏付ける。逆に、まるでその

過程が無限であるかのように、区間の分割を受け入れる被験者は、具

体的なものの一つに｢もし、完璧な手段を使うのなら具体的な論証を

いつも実行することができる｣ということを考慮する。 
上述の事実を考慮すると、被験者は、少なくとも 11 歳から確かな

無限の直観を経験し始めるという結果を私たちは支持する。直観はと

ても不安定、すなわち問題の概念と象徴的な文脈に影響を受けるとい

うことに矛盾している。 
答えを二つの正反対のカテゴリーに分けることは、指導の影響とし

て、もしくは個人の解釈の結果として完全に説明され得ることはでき

ない。さらに、もっと基礎的な事実もまた考慮されなければならない。

知的な計画の有限という性質と無限の概念は矛盾している。すべての

被験者の 50%近くが、｢線分は有限｣なので線分は永遠に分割できない
と主張する。被験者の 87%が立方体上の点の集合と正方形上の点の集
合は｢一致するはずがない｣と主張する。彼らのおよそ 60%が｢正方形
は立方体の一部｣で｢正方形は二次元、さらに立方体は三次元｣という

有限の議論を表明する。 
被験者に自然数の集合と正の偶数の集合を比較するように尋ねる

とき、似た状況が起こる。被験者の 71%が｢自然数の集合はより大き
い｣と主張する。主な議論は｢自然数の集合が偶数の集合を含む｣とい

うことである。 
これらの研究結果はむしろ自明のように思える。なぜなら、簡単に

予測可能な上、ありふれた初歩的な直観と言えるからである。しかし、

研究結果は自明ではない。実際、それぞれの場合において、被験者に

2 つの無限集合を比較するように尋ねた。必然的に、自然な答えは｢両
方の集合が無限の要素を構成要素としている｣となるだろう（さらに、

被験者は大きさの異なる超限基数という考えはないが、無限の初歩的

な直観があるということを前提とする）。この場合も、闘争状態であ

る。その集合の比較は無限とはいえ、被験者によって代表とされる事

実であり、有限の大きさをもっている。 finitising の効果などの比較
は、例えば線分のような単体の finitising の効果よりも強い。 
無限という答えの割合は、いくつかの異なる質問でかなり異なる。

線分上の任意に与えられた点が辿り着くかどうかという質問で、被験

者の 81.2%が無限であるとした。その二つの質問が、連続する二等分
分割と三等分分割に関連していることは、被験者のおよそ 40%が無限
という答えを与えているということを結果的にもたらす。線分と正方
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形上の点の数を比較するとき、被験者の 26.7%が無限であるとしてい
る。自然数の集合と正の偶数の集合の比較は、無限という答えのおよ

そ 10%を結果的にもたらしている。 
これらの矛盾は、無限の自然な直観がとても不安定と言われている

ので、憶測上の影響と文脈上の影響によって決まると分かる。不安定

な無限の直観は、心理学的実在として本質的な矛盾の性質を認めるこ

とで説明され得る。 
 
 

2．安定な直観的解釈 
 
現在の研究で主要な仮定は、直観と特に無限の直観には年齢の影響

に大きな抵抗があるということである。調査結果はこの仮定を部分的

に確かめた。7 年生からの答えの主要なカテゴリー（特に、｢有限｣と｢無
限｣）は、高学年に向けて無限という答えが少し優位を占める傾向に

あって、それぞれの年齢にわたって大抵安定している。 
12 歳（形成的操作期の初期とおよそ一致）を越えると、無限の概念

に関係する直観的解釈は形成過程のままである。これは直観的解釈の

発達のためにより一般的な課題をもたらす。自然な直観的解釈の発達

は一般的な知的発達に関連して起こるということを仮定されるかも

しれない。それらの特異性を定義することは安定しているが、それら

の抵抗（確かな年齢水準の始まり）は年齢と指導の影響でさえもある。 
形成時期とそれらの安定な直観を予測できる一般的な法則を与え

ることは難しい。これらの時期は、おそらくその分野の具体的特性に

おいて決まる。他方で、直観の発達の多くの特性は、ピアジェの段階

説を参照して説明され得ると仮定されるかもしれない。例えば、頻繁

な答えに関係している安定性は、12 歳から始まる無限の直観と形成的
操作期の一般的特性の強い関係によって説明されるかもしれないと

いうことを仮定されるかもしれない。いかにも無限は必ず、直接、具

体的に明確な情報を越えなければならない。そして、必然的に比例制

を用いる精神的経験に基づいて事を進めなければならない。 
つまり無限の概念は除外して、無限の直観は何なのか。 
直観の主要な特性が、それの融合した特性とそれの自明な事柄（そ

れの自発的な容認）であるということを想起させる。ピアジェの理論

で、そのような知識の様相は解析的構造を持つ定義による操作と操作

的シェマにおいて不適合である。しかし実際、融合した自明な事柄の

解釈と説明はすべての年齢、前操作期の終わりだけでなく、知識のい

くつかの体系の解釈のすべての様相で存在している。 
無限の直観はそれぞれの知的発達段階で知的な基本計画によって

実際に影響されるかもしれないということを信じている。しかしなが

ら、これは直観の特異性をほとんど取り消さない。無限の直観は、無

限集合の大きさに関係している真実もしくは自明な事柄を本当に感

じ取ることで、論理的結論や明確な分析を真実として受け入れること
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ではないということを意味する。これは、12 歳から始まる無限の直観
が不変のままであるかもしれない間に、無限の概念は教授過程によっ

て発達するかもしれないということを意味する。 
 

3．極限と｢幾何学的規則｣保存の問題  
 
半円の問題に関連して 2 つの質問が尋ねられる。(a)半円の直径が減

少するにつれて曲線の長さに何が起こるのだろうか。そして、(b)同じ
状況の下で、その面積の和に何が起こるのだろうか。 
最初の見解：2、3 の無回答者を除く、ほぼすべての被験者が質問を

理解し、その過程を永久に続けることの可能性に関連しているいくら

かの異議を提起する者はいない。470 人のうち何人かの被験者が｢半円
がとても小さくなるので、いくらか続けることはほとんど不可能にな

るのだろうか｣と尋ねた。これは、そのような幾何学的問題の具体的

解釈は自然ではないということを意味する。なぜなら、少なくともそ

の質問自身がそのような可能な解釈を意味しないかどうかを考慮す

る年齢ではないからである。より早く有限という解答に注目させたと

しても、それらが見えるとき、必ずしも具体的な解釈によって与えら

れるわけではない。 
2 つ目の見解は、直観自身の内部力学に関係している。任意の線の

長さにおける正しい答えの割合は、6 年生を除いて年齢とともに増加
している。しかし、9 年生で 57.8%上回らない。残りの被験者は二つ
のグループに分けられる。およそ 24%は線の長さは減少すると考え、
およそ 14%は増加すると考えた。 
もし議論に注意を払うならば、この場合の直観的言動の仕方に関係

するいくつかの手掛りを得る。線の長さが増加すると主張する被験者

は半円の数を主に参照している。線の長さが減少すると推論する被験

者は特に直径の大きさに焦点を合わせる。正しい答えはピアジェの意

義で補償の効果があるということをそれゆえ仮定するかもしれない。

半円の数が増加することは、直径の大きさが減少することによって補

償される。正しい解答を与えられない被験者は、補償的活動で成功し

ない被験者である。何人かの被験者の注意は、他の被験者が直径の大

きさを考えているだけの間に、半円の数だけに重点を置かれている。 
私たちがここで直面する問題は、ピアジェの｢保存｣の分野に関連し

ているということを仮定されるかもしれない。よく知られているよう

に、この性質の問題は、子どもはわずかの質的変化（例えば、形状）

にもかかわらず、長さや数、重さ、音量などの不変特性もしくは集合

を理解する必要がある状況に触れる。ピアジェの見解の保存効果は内

部平衡すなわち、二つの正反対の変化を補償し、調和することによっ

て引き起こされる。平衡法は相互的な知覚的特性の自動的な影響では

ないという価値のある想起である。実際、保存は複雑な精神活動の結

果である。異なる数や重さ、音量などの特性は異なる年齢から保存さ

れ始める。 
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曲線の問題は具体的操作の保存問題と同じ分類に属していない。そ

れは、形状を変える対象でないが、重さもしくは音量を保つ（最終的

に、同一性を保つ）。被験者が曲線の問題を持つことは、異なる形状

が原因で異なる曲線の無限の連続である。したがって、その問題は具

体的操作の一つではなく、具体的操作の分野で起こる代償である。そ

れどころか、典型的な形式的操作の問題に直面する。この陳述の理由

は次である。(1)被験者は無数の変化を通して、保存の確かな特性を理
解するように尋ねられる。(2)被験者は曲線が起こり得る作図可能な理
想的なものを与えられないと考慮している。(3)論理的思考は仮説演繹
法の論法の形式である。半円の数が増加するにつれて線の長さに何が

起こるのだろうか。要するに、形式的操作の様相の論理的思考が関係

している特別な保存の形式の問題をもつということを考慮してもよ

い（Inhelder and Piaget,1958,pp.328-­9 参照）。 
正しい答えは、単に高度な数学的知識（保存の平衡法なしで）の効

果だけだと想像されるかもしれない。しかし、調査結果は面積の和に

関係していることが曲線を決定するとき、たとえ｢保存｣という答えは

間違った答えであるという場合でも、年齢と達成水準の類似した割合

の区分が見つかる。面積が変わらないということを支持する被験者の

数は、5 年生で 37%から 9 年生で 62%に増加している。成績上位者は
成績下位者よりも同様の間違った解答をしばしば支持している。児童

生徒の数学的知識を越えているということを結局信じることになる

ので、この場合、彼らの解答に関与している具体的な直観的構造（ピ

アジェの保存構造によく似ている）がある。具体的な形式的操作期で

ある過程を扱う｢保存｣現象の場合を再度目立たせたい。  
質問 9 の周の長さが一定の長方形の面積の変化から得た結果は、概

念を補う。正答の割合は年齢につれて増加し、数学の知識の増加の影

響が原因であると思われるかもしれない。しかし、同時に、この影響

が前述と同じ保存メカニズムによって対平衡【counter-­balanced】に
保たれていると推定することは筋が通っている。15～16 歳の被験者
の半分でさえ、この質問を正確に解かない（すなわち、面積が減少す

るということを支持する）。被験者は 2 つの相反する直観の影響に直
面する必要があるということを推定することは筋が通っているよう

にみえる。1 つ目の効果は、面積が 0 に収束するという考えを持って
いるために、面積の実質的な減少傾向によって決められる。他方の影

響は、長方形の横と縦が逆に変化する全体的な保存メカニズムによっ

て決められる。9 年生で 2 つの影響は平衡される。より若い年齢で保
存効果は強力であるかのようにみえる。 
今まで、知的行動の積極的な特質【positive attribute】を象徴する

心的平衡【mental equilibration】のメカニズムを表現することであ
る保存は一般に受け入れられていた。自立的なメカニズムの機能を果

たしている保存は、場合によっては、誤解答が生じる可能性が増大す

るかもしれないということを上記で見られる。 
最後の質問は正三角形に関係している。すべての被験者の非常に高
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い割合が、引き続いて正三角形を内接させる作図の過程に終わりがな

いかのように感じる。 
この研究結果は、「有限主義者【finitist】」と「無限主義者【infinitist】」

という見解が「抽象主義者【abstract】」と「具体主義者【concretist】」
の定位と呼ばれるかもしれないことに直接結び付かないというそれ

までに表象した考えを裏付けている。もし、実際的な活動なら、引き

続き小さくなる三角形の形成過程は線分の分割の形成過程よりもと

ても複雑である。したがって、上記の過程は線分の分割の過程よりも

「有限主義者【finitist】」の解釈に近いということを公平に立証して
いる。これをよそに、三角形の問題で「無限主義者【infinitists】」の
割合が、分割の問題での割合のおよそ 2 倍である。一般に、成績上位
者は無限主義者【infinitisit】の解釈の割合がより高くなっている。 
相反する無限の直観の構造は、最後の図の面積に関係する答えで明

らかになる。これらの答えは、8 年生と 9 年生で同程度に生じる、面
積がない、小さな面積、小さな三角形という 3 つのカテゴリーに分け
られる。「無限主義者【infinitist】」の解答を承認したいくつかの 0 で
ないイメージ（「小さな三角形」、「小さな面積」）を表明することを多

く心に留めさせる。「具体主義者【concretist】」の解答の割合が年齢
とともに増加し、8 年生で最大値 26%であるということに気付くこと
もまた興味深い。そのような展開は、構造上「具体主義者【concretist】」
と「抽象主義者【abstract】」の解釈の仮定を受け入れると予想され得
ない。直観的観点からの実際に、「とても小さな三角形」という解答

は、「極限は点である」という解答に劣らず過程の極限として受け入

れることができる。なぜなら後者の場合が質問を尋ねるかもしれない

からである。「最後の図の直前の図はどうなるだろうか」。この質問は

数学的観点からではくだらないが、直観的観点からではとても論理的

である。 
 
 

4．指導の影響 
 
直観は指導の影響を受けても不変のままであるということを仮定

される。調査結果はより複雑な象徴を示した。場合によっては、プラ

スになる指導の影響が見つけられる。それと同時に他の場合では、そ

の影響は 0 かマイナスでさえもある。 
この状況で関係のある事実は、6 年生によって得られる調査結果の

中から引き出すことができる。上記の一部の児童は、数学の特別な授

業を受けていて、これらのほとんどの児童は数学がとても得意だと予

想される。高等数学の基礎【high mathematical standard】の有益な
影響は、線分の分割に関係するあらゆる質問で確認され得る。これら

の質問で、彼らは他の学年と比較すると「無限主義者【infinitist】」
の答えにおいて最も高い割合を得る。 
同じ被験者はいくつかの他の質問に対して誤解答の高い割合を示
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す。質問 4：「偶数よりも自然数の方が多い（77.6%）」。質問 5：「点 C
は線分の分割が続くことで一致する（91.4%）」。質問 6：「線分上の点
よりも正方形上の点の方が多い（65.5%）」、そして質問 7：「正方形上
の点よりも立方体上の点の方が多い（70.7%）」。質問 8b：「曲線で定
められる面積の和は一定である（70.7%）」。質問 9：「周の長さが一定
の長方形の面積は一定である（63.3%）」。 
簡潔に言えば、プラスになる指導の影響を明らかにした答えのカテ

ゴリーだけは、授業活動間に指導される概念に直接基づいている。5
年生以降の児童生徒は直線、線分について学習する。すなわち、直線

の無限について、そして線分は無数の点から構成されるという事実に

ついてである。例えば、「線分は無数の点を含む」。この正しい知識は、

2 つの異なる長さの線分が比較されるときでさえ抵抗する。しかし、
一次元と二次元、もしくは二次元と三次元の図の比較をするとき、無

限の概念は能動的でない。圧倒された「有限主義者【 finitist】」のス
キーマがある。非常に興味をそそることは、まさしく同じ質問で、大

多数の成績上位者もまた、ほぼ常にとても高い割合の誤解答をしたと

いう事実である。例えば、質問 4 の答えで、「正の偶数よりも自然数
の方が多い」と解答した成績上位者は 81.3%、成績中位者は 78%、成
績下位者は 49%であった。 
無限の概念に関連した数学の指導は次の 2 つに分岐する（そして一

見すると、相反する効果である）。いくつかの概念の影響は非常にプ

ラスである（線分の分割と関連した問題）。その他の概念の影響はマ

イナスか 0 である（質問 4、5、6、7）。 
この研究結果は、私たちの解釈上で受け入れるかどうか説明され得

る。無限の直観の相反する性質を説明することは、現実に有限へ適応

する私たちの通常の論理スキーマを用いる無限集合を考える傾向が

あるという事実である。 
通常の数学の指導は学校で直接指導される概念に何が関係するか

という困難を乗り越える。無限の直観は基本的にこの指導では影響を

及ばされない。他方で、数学教育は一般に、論理的思考を強くする。

すなわち、有限主義者【finitist】は自然の思考方法の構想を練る。基
準外の質問は無限集合に関係していること、もしくは児童生徒は具体

的な情報を得ない質問に対して、通常の数学の指導（そして、時々間

接的な数学の指導の効果）が進歩しているにもかかわらず、私たちは

高い割合の「有限主義者【finitist】」の間違った反応を予期するにち
がいない。 

 
 
 

要約と結論  
 
矛盾する無限の性質。無限は矛盾しているような直観を表す。事実

の説明は、論理スキーマが現実に有限へ適応することである。純粋な
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矛盾【genuine contradiction】、知能を乗り越えることはカントール
の専門用語で潜在的無限【potential infinity】もしくは、特異無限
【improper infinity】を考案した。この矛盾は、被験者の反応が一般
的に主な 2 つのカテゴリー「有限主義者【finitist】」と「非有限主義
者【non-­finitist】」に分けられるという事実によって、私たちの調査
結果で言い表さられる。有限主義者【finitist】の解釈は広まる傾向が
ある。年齢と指導の影響は 2 つのうち片方だけで説明できる。純粋な
矛盾【genuine contradiction】の影響としてだけ説明され得る矛盾し
た結果がある。「無限主義者【 infinitist】」の答えと「有限主義者
【finitisit】」の答えの具体的な説明を与える被験者がいる。十分な数
学の指導を受けている児童生徒は、あまり指導を受けていない児童生

徒より間違った「有限主義者【finitist】」の割合が高い。高等数学の
指導は、必然的に限られた被験者と事象に適応され、より体系づけら

れた形式の論理スキーマの活用を究明する。 
 
年齢の影響。一般的に言えば、無限の直観体験は大体 7 年生（12～

13 歳）から始まり比較的安定しているように見える。次の状況のタイ
プがある。(a)ある場合には、5 年生から 7 年生で可視的向上がある。
その後、頻繁に安定になる傾向がある（質問は線分の分割に関係して

いる。すなわち質問 1、2、3a、3b である。線分と正方形上の点の間、
正方形と立方体上の対応。）。最後の 2 つの質問に対して、｢有限主義
者【finitist】｣による解釈の割合はすべての年齢において 60%以上で
ある。5 年生から 7 年生への向上は、おそらく年齢（形式的操作期）
と指導の影響に起因する。しかし、指導はこれらの結果だけでは説明

できない。なぜなら、向上は 7 年生から 9 年生でほとんどの場合見付
けられないからである。(b)2 つ目のカテゴリーの場合には、年齢が原
因の重要な変化がない。変化はかなり振動的な特徴を示す。これらの

場合には、有限主義者【finitist】もしくは他の誤解答は、調査したす
べての年齢で一定の高い割合を示す（自然数の集合と正の偶数の集合

の比較。分点と線分上に与えられた任意の点の一致。半円の面積の和。

周の長さが一定である長方形の面積。）。(c)正三角形の構造に関して、
すべての年齢で無限主義者【infinitist】の答えが 70～80%ということ
に気付いた。簡潔に言えば、無限の直観に関係する向上は、11 歳から
12 歳だけで見付けられ、質問の一部のみで見付けられる。 

 
指導の影響。指導の影響は、次の情報を考慮することで年齢の影響

と区別されている。(a)調査結果は特別な数学の授業を受けている 6 年
生によって得られる。(b)その調査結果は成績上位者のクラスによって
引き起こさせた。2 つの分岐効果は同一視され得る。(a)プラスになる
反応の影響は線分の分割に関係している。(b)マイナス（もしくは 0）
になる反応の影響は他の質問の分野に関係している。この研究結果は

次の方法で解釈されている。通常の数学の授業は、形式的にのみ無限

の概念の表面的な理解に影響を及ぼす。直観は影響を受けないままで
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ある。その代わりに、数学の授業は体系的に受け入れられている純粋

な有限主義者【finitist】である論理スキーマを深める。葛藤の状況が
有限主義者【finitist】を生成させる（無限集合はいくつかの部分集合
との対応を考慮される必要がある）とき、充分に指導された児童生徒

（大抵の場合）でさえ、（誤った）解釈は広がる傾向がある。成績上

位者によって得られる、線分の分割に関連した調査結果は授業で何が

教えられているかを直接（表面的に）思考することとして解釈される。 
 
極限。2 つの質問は、境界線の長さを一定にした図の面積の展開と

関係していることを尋ねられている。両方の場合で、大部分の被験者

は実際、面積が 0 に収束するけれども面積は一定のままだということ
を支持している。さらに興味深いことは、これらの場合でもまた「最

も指導された児童生徒」（6 年生と成績上位者）が誤解答の割合が最も
高いという事実である。この研究結果は、間接的だが私たちの解釈す

なわち、数学が児童生徒に連続を教えるということを裏付けている。

妥当な直観、妥当な数学的制御を用いることなしでは、この不変性は

悪化して理解できない剛性になるかもしれない。 
他方では、形式的水準と具体的な形式的操作スキーマを暗示してい

るピアジェによって表現されている類似の保存メカニズムに起因し

ているので、私たちは面積の不変性の考えを支持している答えの割合

が高いと解釈する。間違った直観、すなわち面積の不変性の場合、保

存メカニズムの補償である。 
両方の要因、すなわち保存効果と児童生徒の反応を悪化させるのに

従う論理的不変性を支持されるかもしれない。 
 
テル・アビブ大学 
Note.1 
私たちの質問に関連している次の概念は、初めにリストによって学

童に導入される。：5 年生‐線分は無数の点で構成される。7 年生‐有
限集合と無限集合の大まかな概念。8 年生‐一対一対応、有理数そし
て無理数。私たちの被験者は無限基数の比較について指導されている

はずはない。 
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