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Ⅰ．研究の目的と方法
数学者による証明といえば命題の証明が決まっ

た形である証明のような厳密な証明に重点を置

いていると考えられる。しかし、中学校での証

明の学習はこのように決まった形の証明が暗記

されるべきではないと考えられる。そこで、本

研究では教室での証明の役割について教師が意

識する必要があるとし、その役割を考えるうえ

で証明の機能に着目することが有益であると考

え、次のような課題を設定する。　

証明の機能の教授について考えるのに証明の

機能に着目する仕方が考えられるが、そのよう

な証明の機能を本研究ではどのように定めるか？

証明の機能が実際の中学校で扱われるような

証明ではどのように働いているのか？

証明の教授においては証明の機能のどのよう

なことに重点を置いて行うべきか？

本研究ではこれらを解決することで、中学校

における証明の教授をどのように行うべきであ

るのかという教授への示唆を与えることを目的

とする。

そのための方法として、まず証明の機能へ着

目することの意義や証明の機能の捉え方につい

て先行研究などから考察し、証明の機能を本研

究でどのように定めるかを考察する。次に現行

の中学校の教科書で扱われている証明や中学校

で扱われると考えられる証明を具体例として取

り上げ、それらの証明で証明の機能のどの機能

が働いているのかを考察する。また実際の活動

において証明の機能間の因果関係に着目する仕

方も考えられるので、その観点から考察を行う。
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Ⅲ．研究の概要
３－１　証明の機能

証明の機能についてはこれまでに異なった見

方からいろいろな捉え方がされてきている。し

かし、本研究では中学校の数学教育での証明の

教授について考えるため教授の対象となるのは

数学の未成熟な子供たちである。このようなこ

とを考慮にいれ、本研究では証明の機能として

卒業論文要約【鳥取大学数学教育研究，第3号】



次の５つを考える。

　○立証（命題の真に関係すること）

○説明（なぜ命題が真であるのかということ

の洞察を与えること）

　○体系化（公理・定義･ 定理の演繹的な体系

へそれぞれの結果を位置づけること）

　○発見（新しい結果の発見や発明）　　　

　○コミュニケーション（数学に関する知識の

伝達）

３－２　中学校の数学教育における証明の機能

証明の機能が中学校の証明でどのように働い

ているのかについての考察は以下の通りである。

まず最初に「立証」と「説明」の機能につい

ては「立証」は証明を使って命題の妥当性を示

すことである。「説明」は証明を使ってなぜ命

題が妥当であるのかについて洞察を得ることで、

言い換えれば命題の対象の性質を手がかりにし

て、命題が妥当である理由を示すことである。

ここでは‘妥当である’や‘洞察を得る’とい

う語が用いられており、これらの語は「立証」

や「説明」の機能を考えるうえで重要であると

考えられる。これらの語の意味を本研究では次

のように捉えることにする。

普遍妥当である ･･･子供が命題と自分の知りえ

る事実との間に矛盾や問題を感じなければ、

その命題が子供の知り得る対象全体で有効で

あること

洞察を得る ･･･命題全体を観察し、課題の構造

上の有意味な順序で進行して、最終的に解決

までいけるという過程を一つの一貫とした筋

道として組み立てること

これらをふまえて、中学校で扱われているこ

とを例に取り上げた「立証」と「説明」の機能

についての考察は以下の通りである。

　　　　　　　　　　　 k　　　　　　　

　右の図で、角の

関係を使って、 　 l 

l‖m,m‖nならば、 a

　　　l‖n m

であることを b

説明しなさい。 n

（啓林館平成９年度　　　　　　　　 c

版中学校２年教科書

p.93 ）

（証明１）l‖mだから、∠a＝∠b（同位角）

　　　　　l‖nだから、∠a＝∠c（同位角）

　　　　　よって、　　　　∠b=∠c

　したがって、同位角が等しいので　　m‖n

（証明２）m‖nでないとすると、mと nは

　交わる。その交点を点Pとすると、点Pを

　通り直線 lに平行な直線がm,nの二本引ける

　ことになる。

　　これは｢直線外の１点を通り、その直線に

　平行な直線はただ１つある」という平行線

　の公理に矛盾する。よって、m‖n

このことは証明として教科書で記述されてい

ないが、実際には証明を行っていると考えられ

るため例として取り上げた。まず、（証明１）

においては、命題を観察し、平行であるという

命題の対象の平行であれば同位角は等しい（平

行線の性質）という性質を手がかりにし、普遍

妥当である既知の事柄（定理）を用い、それら

から命題が妥当であるということが演繹的に示

されている。このように、証明を使って命題が

妥当である理由が示せるので、この証明では証

明の機能の「説明」の機能が働いていると考え

られる。

これに対して、（証明２）では、（証明１）

の演繹的な推論で直接的に証明されているのと

は異なり、最初に結論を否定し、それでは矛盾

が生じるためこの命題が妥当であるというよう

に背理法で間接的に示されている。つまり、な

ぜ命題が妥当であるのかということについては

背理法によって命題が妥当であることが言えた

からであり、（証明１）で演繹的な推論により

直接的に証明される場合とは異なり命題が妥当

かどうかということだけが主に取り上げられて

いると考えられる。よって、（証明２）では

「立証」の機能が働いていると考えられる。

このように「立証」の機能と「説明」の機能

は中学校の証明において別々に働いていると考

えられる。

「体系化」の機能は証明を使って、諸命題を

公理、定義、そして公理、定義から演繹的に推

論した可能なかぎり多くの定理から演繹的に推

論できることである。「体系化」の機能の働く

証明についてここでは特に具体例として実際の

証明は取り上げないが、例えば次の事柄が証明

の中で用いられている場合について考える。

・平行線の性質（２直線が平行ならば同位

角･錯角は等しい）

・三角形の合同条件　
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・三角形の相似条件　

・円の弦・接線の性質

これらはユークリッド原論においては証明が

されており、本来は証明が必要とされるにも関

わらず、中学校では証明されず用いられている。

これでは中学校の証明で「体系化」の機能が働

いていないように考えられる。しかし、これら

の事柄を証明するのに必要な事柄やさらにそれ

らを証明するのに必要な事柄というように遡っ

ていき、より厳密な公理を用いるというような

厳密さを数学者に比べ数学の未成熟な子供たち

に求めることは無理であると考えられる。この

こと以外に中学校で証明を学習することの目的

なども考慮すると、中学校での公理の厳密さが

制限される理由を次のように考えられる。

・中学校で証明を学習することの目的として

演繹的に推論できるようになることがある

ため

・数学者に比べ数学の未成熟な子供たちが推

論の根拠に迷うことなどを避けるため

・数学者のような厳密な公理からの証明は数

学の未成熟な子供たちに必要ではなく、そ

れに代わるような活動を行うことで十分で

あるから

このように考えると中学校の証明においても

子供たちにとって厳密すぎない公理などを用い

ることによって演繹的に推論できると考えられ

る。よって、公理や定義などを既習の事柄で一

般に正しいと認められている事柄というように

捉えることで中学校の証明において「体系化」

の機能が働いていると考えられる。

「発見」の機能は証明を使って、新しい結果

（命題）を発見できることである。この場合、

証明の機能を使うことは、証明を見返すことを

意味する。この機能についてもここでは具体例

として証明は取り上げないことにする。中学校

の証明において証明を見返し、その証明の中で

必要な前提を特定し、それに他の前提を付け加

えることでもとの命題の特殊化された命題を発

見することができる。また証明の中で必要な前

提を特定し、それ以外のほかの前提を外すこと

によってもとの命題の一般化された命題を発見

することもできる。さらに、証明の「発見」の

機能の働きにより発見された命題について、そ

の命題について考え反例を見つけだし、その反

例により発見された命題を精緻化することも考

えられる。これらの「発見」の機能の働きによ

り発見された命題はもとの命題の証明によって

真が保証されることになる。このように証明の

「発見」の機能の働きは中学校の証明において

いろいろと考えられる。

ただし、証明の機能の働きとして証明を使っ

て発見することの他に帰納的な推論や類比的な

推論による発見というのも考えられる。これら

の発見のパターンを図に表すと図１のようにな

る。

　　（帰納的な推論による発見）

　･A,B,CはDである

　･A,B,Cには共通の性質Eをもつ

　一般にDはEであろう　　 発見

　　（類比的な推論による発見）

　　　　　A　　　　　　B

　　　　　　　　類比　　 発見

　　　　　C　　　　　 C'

　　（証明の機能の「発見」）

　Aである　　Bがこの証明に　　A'である

　Bである　　必要な前提とする　Bである

　Cである　　　　　　　　　　　C'である

　　　　　　

　　　　　　　Aがこの証明

　　　　　　に必要な前提とする　Aである

　　　　　　　　　　　　　　　　B'である

　　　　　　　　　　　　　　　　C''である

（この他にもA,Bの両方を必要な前提として

　特定したりすることなども考えられる）

図１　それぞれの推論による発見のパターン

これらをみてみると帰納的な推論や類比的な

推論による発見ではその推論自体が発見的な推

論であるのに対して、証明の機能の「発見」で

は演繹的な推論それ自体は発見とはならず、そ

の推論の中で必要な前提を特定し、それに他の

前提を付け加えたりして新しい命題が発見され

ている。それに加えて、帰納的な推論や類比的

な推論では発見されたことが「～であろう」と

いうように必ずしも確実なものではなく蓋然的

であるのに対して、証明の機能の「発見」では

「～である」というように論証的であるという

違いもある。このように発見のパターンをみて

も帰納的な推論や類比的な推論による発見の場

合と証明の機能の「発見」とは異なる。

「コミュニケーション」の機能は証明をメディ

アに用いて何らかの効果を期待して送り手から
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受け手に数学に関する知識を伝達できるときに

働く。「コミュニケーション」の機能について

は具体例として「二等辺三角形の両底角は等し

い」ということについて考える。このことを示

す方法は証明する以外にも二等辺三角形を真中

で折り返して重ねたりするという実際の活動を

行うことで示す方法もある。このように実際の

活動というメディアに用いるコミュニケーショ

ンでは、この命題が成り立ちそうであるという

ことは言えるが、一般の二等辺三角形でも必ず

成り立つということは言えそうにない。つまり、

送り手は受け手に対してこの様な活動というメ

ディアを通してこの命題が妥当であるだろうと

いうことは伝達できるが、なぜこの命題が妥当

であるのかという理由までは伝達できないと考

えられる。言い換えれば、この場合は蓋然的な

推論を通して受け手に命題の妥当性を伝えてい

ると考えられる。このときは受け手に期待する

効果としてなぜ命題が妥当であるのかというこ

とを理解できることまでは期待していないと考

えられる。また、この場合はなぜこの命題が妥

当なのだろうという疑問を持たせることが期待

される効果として考えられる。

これに対して、証明をメディアとして用いる

コミュニケーションでは送り手が受け手に対し

てなぜ命題が妥当であるのかということまでも

理解することを期待していると考えられる。そ

れに加えて、なぜこの命題が妥当であるかとい

うことを理解することによって証明を使っての

新しい命題の発見などということも送り手が受

け手に期待できることも考えられる。

このようにコミュニケーションについて２つ

の方法を考えたが、証明の教授においては演繹

的に推論できることを目的とするので証明をメ

ディアとして用いて数学に関する知識を伝達す

ることに重点を置くことが必要である。しかし、

証明の教授において証明の導入段階でこの様な

蓋然的な推論をメディアとして用いることによ

るコミュニケーションも考慮に入れるべきであ

る。

３－３　証明の機能の間の因果関係

これまで見てきた証明の機能は全て同じ程度

で数学の学習に関連があるわけではなく、教授

において同じように重点が置かれるべきではな

いといわれている（Hanna & Jahnke, 1996)。

このように証明の機能のどの機能に重点を置く

べきかを考えるために証明の機能の間の因果関

係に着目して考えることにする。

例として「立証」の機能が働いている証明に

ついて考える。具体例としては、実際に教科書

では証明として扱われていないが次のような命

題の証明をとりあげる。

「２つの奇数の和は偶数である。」（啓林館平

成９年度版中学校２年教科書　p.19）

　このことについて数学的帰納法による証明は

次のようになると考えられる。

　（証明）二つの奇数を2n-1,2n+1とおくと

　　　i) n=1のとき　

　　　　　2-1+2+1=4　　よって成り立つ

　　　ii) n=kのとき

　　　　　｛2k-1｝+｛2k+1｝

　　　　　　　=4k=2･2k　　よって成り立つ

　　　iii)n=k+1のとき

　　　　　｛2(k+1)-1｝+｛2(k+1)+1｝　　

　　　　　　　=2･2(k+1)　　よって成り立つ

したがって、nは全ての自然数のとき成り立つ

　　　　　　　　（証明終）

「立証」の機能の働くこの証明では、命題が

妥当であることはいえる。しかし、Hanna（１

９９６）はこのような証明は定理が真であるこ

とは示したが、こどもたちになぜ真であるのか

という暗示を与えないため説明する価値を少し

しかもっていないと述べている。また、立証す

る証明と説明する証明の間の区別をすることは

有用であるとも述べている。よってこのような

区別をすると、この証明では「立証」の機能は

働いていると考えられるが、「説明」の機能は

働いていないと考えられる。

また、この証明では既に妥当なことを用いて

の証明ではなく、個別な場合について考えて証

明がされている。つまり、公理や定義、それら

から演繹的に示された命題（定理）から演繹的

に推論されていないと考えられる。よってこの

証明では「体系化」の機能も働いていないと考

えられる。

この証明では、先にも述べたが個別な場合に

ついて考えそれらから命題が妥当であることを

示している。そのため、この証明を見返してみ

てもこの命題の証明に必要な前提というものを

特定することができない。よって、この証明に

他の前提を付け加えたり、前提を取り除いたり

することができず、この証明を使っての発見は

できないと考えられるので「発見」の機能も働
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いていないと考えられる。

しかし、この証明を使って「コミュニケーショ

ン」の機能が働くことは考えられる。「コミュ

ニケーション」の機能が働く場合、発信者から

受信者にこの命題の妥当性を伝えるためのメディ

アとしてこの証明を用いることが考えられる。

その場合は、証明をメディアに用いて送り手が

受け手に命題の妥当性を理解することを効果と

して期待し伝達することになり、「コミュニケー

ション」の機能の働きによって受け手が命題の

妥当性を理解することになるので「コミュニケー

ション」の機能が働くことによって「立証」の

機能が働いたと考えられる。

よって、このように「立証」の機能が働くこ

とによって他の機能が働くということは考えら

れないことになる。

また、ここでは「立証」の機能と他の機能に

ついて述べたが、同様にして他の機能について

も考察すると図２のような結果が得られる。

Ⅳ．研究の結果
本研究の目的は中学校の証明の教授への示唆

を与えることであった。このことについて考え

ると次のようになる。

「立証」と「説明」の機能は別々に働くと考

えられた。証明の教授においてはより理解する

ことを促すような証明を教師が探すことに時間

をかけることが重要であると考えられる。そう

よって「立証」の機能の働く証明を証明の学習

で扱うことよりも「説明」の機能の働く証明を

探すことに時間をかけ、できるだけそういった

証明を扱うようにすべきであると考えられる。

「体系化」の機能の働きは既に演繹的に導か

れた定理などから演繹的に推論することができ

ることである。ここでの公理や定義については

中学校の証明の教授では教師は子供たちにあま

り厳密さを求めすぎてはいけない。また、あま

り妥当であることが多くなると子供たちが推論

の根拠に迷うことなどが起こりやすいと考えら

れるので、厳密さは教師が中学生に合わせて制

限しなければならない。そのように中学校で定

める公理については子供たちに作図をさせたり

することで十分であり、そういった活動により

認めさせていくべきであると考えられる。よっ

て、教師はこのようなことに注意しながら「体

系化」の機能の働く証明を扱っていかなければ

ならないと考えられる。

次に「発見」の機能について考えると、子供

たちが「発見」の機能の働きにより証明を使っ

て新しい結果を発見することはとても大事なこ

とであるが、実際には子供たちにより証明を見

返し、新しい命題を発見するということはなか

なか難しいと考えられる。そのため証明の学習

での教師による支援というのが必要になるであ

ろう。また、教師は様々な「発見」の機能が働

くような証明を探すことに時間をかけることも

必要であると考えられる。

「コミュニケーション」の機能について考え

ると、証明の教授においては証明をメディアと

して用いてただ命題の妥当性を理解させること

を期待するのではなくて、なぜ命題が妥当であ

るのかという理由を理解させることやその証明

を使っての発見などを期待して子供たちに伝達

することが必要であろう。

また因果関係について考えれば「コミュニケー

ション」の機能に重点が置けることが考えられ

るが、「説明」の機能が働くことによって他の

機能が働くということも考えられたので「説明」

の機能にも重点を置くべきであると考えられる。

先に働く機能 立証 説明 体系化 発見 コミュニケーション

立証 × × × ○

説明 × × × ○

体系化 × ○ ○ ○

発見 × ○ ○ ○ ○

コミュニケーション × × × ×

図２　証明の機能の間の因果関係

｛注｝この表を見ると○がついていると一つの機能が働くことによって他の機能が働くことが考えら

れるが、どんな証明においても必ずしもこのように機能が働くということは考えられない。
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これらのことをまとめると、教師としては形

式的な証明について考えることよりも証明の機

能の働く証明を探すことに時間をかけることが

必要である。またその様な証明の機能は一つ一

つ別々に働くこともあるが、一つの証明の機能

が働くことによって別の証明の機能が働くとい

うような因果関係もある。このような因果関係

についても考え、どの機能が働く証明を証明の

学習で扱うことが望ましいのかということにつ

いて考えていかなければならないと考えられる。

よって、教師が証明の機能に着目し、証明の学

習の目的に合わせ意図してそれらの証明の機能

が働く証明を学習の場面で扱っていかなければ

ならないと考えられる。

また、今後の課題は次の通りである。

・証明の機能に着目する仕方とは異なる着目

の仕方での証明の教授の考え方

・教授への示唆に基づいた証明の授業での具

体的な指導法について

・証明の学習に対する子供の捉え方の変化

・中学校では証明としては扱われないが、証

明がされていると考えられる事柄
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