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1 .研究の目的と方法

本研究の目的は、生徒の思考の様相をもとに

証明問題における理解と解決の難しさを分析・

考察することである。

その際、証明問題における理解と解決の難し

さとは何かということを以下の2つの事柄との

関わりをもとに考察するものである。

・問題に隠された数学的事実（問題の解釈）

．結論を導くための条件

また、解決の「難しさJの要因を明確にし、

証明問題における今後の指導の在り方を考える

ことである。

研究の方法としては、まず、 E～N章で文献
研究を行う。その中では、理解とは何かを知る

ために、 「シェマJや「同化と調節J、 「道具

的理解と関係的理解jについて調べる。また、

問題解決をする生徒の思考を考える上で必要な

「推論の型Jについても調べる。それらを理論

的基礎として、 V章では証明問題における理解

と解決の「難しさ」について考えるものである。

本研究の目的でも挙げている2つの事柄との関

わりから、 「難しさJとは何かということにつ

いて考察する。 VI章では実際の生徒の思考の様

相を知るために調査問題を設定し、証明ができ

た生徒とできなかった生徒からそれぞれ4名ず

つ抽出し、インタビ、ューを行う。証明ができた

生徒とできなかった生徒をそれぞれ抽出したの

は、証明問題の解決の過程における思考を比較

することによって「難しさJがより明らかにな

るのではないかと考えたからである。

さらに、インタビ、ューの内容はそれぞ、れに対

して異なる2種類の質問を準備した。それは証

明ができなかった生徒はどのように考え正解に

至らなかったのか、証明ができた生徒とどこが

違うのかを知るためである。また、証明ができ

た生徒は証明問題をどのように理解し、証明を

行っているのか、理解の仕方に違いが見られる

のかということを知るためである。そして、そ

の結果を記述し、それぞれの生徒の思考を分析

する。 V1I章では分析した結果から考えられる教

授法への示唆について述べ、研究のまとめとす

る。

2.本論文の構成

I.はじめに
I -1 研究の動機

I -2 研究の目的と方法

I -2.1 本研究の目的

I-2.2 本研究の方法

II.数学学習における「理解するJとはどのよ

うなものか

II-1 シェマ（schema）形成ということに着目

して

II-2 「同化Jと「調節」に着目して

II-3 道具的理解と関係的理解

m.数学学習とシェマ形成
m-1 証明問題の学習における 3つのシェマ

fil-1.1 図形の調べ方

fil-1.2 図形の合同

m-2 式の計算の学習における 3つのシェマ
fil-3 シェマ分析の利点

N. シェマ形成と論理（推論）の型

N-1 演緯的推論

N-2 帰納的推論

N-3 発想的推論

N-4 論理（推論）の型における思考の流れ

v.解決の難しさ
V-1 問題を解く難しさの要因

V-1.1 問題を解く「難しさ」

V-1.2 問題に隠された数学的事実

V-1.3 結論を導くための条件

V-1.4 難しさの境界線

V-2 I 3つのシェマj と「難しさの要因j

との関係

V-2.1 問題に隠された数学的事実

V-2.2 結論を導くための条件
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V-2.3 難しさの境界線

VI.調査問題の作成と結果の考察

VI-1 調査問題の作成

VI-2 調査・インタビューの実際

VI-2.1 証明ができなかった生徒

VI-2.2 証明ができた生徒

VI-3 調査結果の考察

VI-3.1 抽出児の思考の比較

VI-3.2 難しさに関する考察

VII.本研究のまとめと課題

四－1 教授法への示唆

VII-2 研究のまとめ

Vll-2.1 まとめ

VII-2.2 今後の課題

3.研究の概要

一般的に「難しさ」とは、生徒のつまずき、

証明を進める上での思考の停滞する部分（箇所）

等が考えられる。しかし、それだけではなく、

もっと別のところにも難しさがあるのではない

かと考える。生徒の側から考えると、 「難しさJ

は、論理展開によって結論を導くこと（結論に

結びつけること）や、与えられた問題からどの

ような事柄を用いるか、その事柄を見つけるた

めに問題のとらえ直しをすること等が難しいの

ではないかと思われる。言い換えれば、ここで

の「難しさJは生徒がこれらの事柄を意識する

しないに関わらず、数学学習において重視され

るべき事柄として指摘しうるものであると考え

るのでる。また、教師の側からすると、前者

（結論を導くこと）の指導に対しては比較的丁

寧な指導が行われているものと思われる。しか

し後者（問題のとらえ直し）に対しては、着目

する事柄を指摘はしても、その事柄に着目する

ためにはその問題をどのようにとらえ直せばよ

いかといったことにはあまり力を入れて指導し

ていないのではないだろうか。つまり、証明を

進める上で例えば何故ムEB CやムDB Cが取

り上げられるのか、あるいは何故これらの三角

形に着目するのかといった数学的事柄への意味

づけが証明問題を考えていく上で重要となるの

ではないか。このように考えた場合、子どもた

ちが問題を解くときの「難しさ」には、①問題

に隠された数学的事実（問題の解釈）、②結論

を導くための条件、という 2つの難しさがあげ

られるように思われる。

①問題に隠された数学的事実（問題の解釈）

問題に隠された数学的事実とはどういうこと

か。つまり、解答を導くために必要な条件は何

であるかということを見つけるために必要な、

問題に含まれる性質・特徴を問題のなかから見

いだすことである。これを問題を解く「難しさJ

の要因の一つであると考える。

例えば例題について考える。

［例題］

二等辺三角形AB Cにおいて、底辺BCの

両端より 2つの等しい辺AB, A Cに垂線C

E, B Dをひくとその長さは等しい。これを

証明せよ。

この問題の場合、図 1のような図が考えられ

る。問題の証明にあたっては、ムEB CとムD

c Bといった2つの三角形に着目すると二等辺
三角形の性質・三角形の合同条件（概念のシエ

マ）から、判断のシェマにより、 2つの三角形

が合同であることを利用できる。

問題に則して2本の垂線をひくことにより、

ムAB C以外にムEB CやムDc Bが示される。
問題の図を”二等辺三角形と 2本の垂線”を表

しているという見方の他に”垂線CE, B Dを

一辺とする三角形が存在する”という見方ある

いは問題の解釈が必要に思われる。つまり、こ

の図形を幾つかの三角形の集まりという視点か

らとらえなおすことであり、具体的にいえば、

ムEB CとムDCB （図2）や、ムAB Dとム

ACE （図3）を見ることができるということ

である。

図 1 図2 図3

②結論を導くための条件

問題のとらえなおしができたとすると次に、

結論を述べるためには何が必要かまたは与えら

れた条件を使って何ができるかを考えなければ

ならない。これを見つけ出すこともまた「難し

さJの要因の一つであると考える。

例題について考えると、垂線CEとBDの長

さが等しいことを示す条件として、ムBE Cと

ムCD B、ムAE CとムAD Bが合同であるこ

とがいえればよい。この場合、三角形の合同に

着目することが結論を導くための条件にあたる。
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また、これら 2つの難しさはほぼ同時に考え

られるものであり、順序が逆になることもある。

よって、記述だけではどちらに依存する難しさ

かは区別できない事柄もあり、 2つの難しさの

境界線をはっきりと引くことは難しいものと思

われる。この例題の場合、ムBE CとムCDB 

ならば辺BCが共通であること、ムAB Dとム

AC  EならばLAが共通であることに着目する

ことが境界線にある事柄である。

先に示した難しさが実際に生徒たちが問題を

解くときに存在するのかを知るために調査問題

を作成した。調査問題は先に挙げた例題と同じ

ものである。 39名の生徒を対象に調査を行っ

たが、さらに証明ができなかった生徒（A～D
児）と証明ができた生徒（E～H児）を抽出し

インタビ、ユーを行った。インタビューの内容は

以下に示すとおりである。

【インタビューにおける質問】

（（証明で、きなかった生徒》

Ql. この問題を自分の言葉で言うとどう表現

できますか？

［意図：問題の言いかえ・問題把握］

Q2. 何を示せばいいのですか？

［意図：課題をみつける・問題把握］

・BD=CE 

Q3.何を考えたらいいのですか？

［意図：手続き的シェマ］

Q4.問題から分かる条件・データは何ですか？

考えられるだけ挙げてください

［意図：問題に含まれる本質的概念］

Q5. （図を指して）この図の中にはどんな図

形を見ることができますか？

［意図：問題のとらえなおし・数学的事実］

Q6.三角形AB C以外に三角形はありません

か？

［意図：問題のとらえなおし・数学的事実の

発見］

Q7. BD=C Eを言うには、どんなことが言

えればいいですか？

［意図：条件からの考察（合同条件）］

Q8.等しいことを示すために今まで何か習わ

なかった？［意図：合同条件を気づかせる］

Q9. BC=C Bとしていますが、これは問題

の図においてムEB CとムDc Bという 2
つの三角形を考えたときに思いついたので

すか、それとも、合同条件を考えたときに

思いついたのですか？

［意図：難しさの境界線］

Q9’．どこAが共通であるとしていますが、こ

れは問題の図においてムAE CとムADB 

という 2つの三角形を考えたときに思いつ

いたのですか、それとも、合同条件を考え

たときに思いついたのですか？

［，意図：難しさの境界線］

QlO. BE=C Dとしていますが、これはどの

ようにして考えついたのですか？

［意図：数学的事実の理解］

Q 10’. B DとCEの交点をOとしたとき、

「ムOB Cが二等辺三角形であるJとした

のは何故ですか？

し意図：数学的事実の理解］

Q 10’＼ 「BCに平行な線EDJとは、どこか

ら出てきたのですか？何故平行であるとい

えるのですか？

［意図：数学的事実の理解］

Q 11. ムEB CとムDc Bで考えるとどうなり
ますか？［意図：三角形の合同が言えるか］

Q 12.三角形の合同条件は何ですか？二等辺三

角形の性質は何ですか？

［意図：概念のシェマの有無］

《証明ができた生徒》

Ql. この問題を自分の言葉で言うとどう表現

できますか？

［意図：問題の言いかえ・問題把握］

Q2. 問題から分かる条件・データは何ですか？

考えられるだけ挙げてください。

［意図：問題に含まれる本質的概念］

Q3. この問題の課題は何だと思いますか？

［意図：自分なりの課題をみつける］

Q4. どんな見方が大切だと思いますか？何が

分かればいいと思いますか？

［意図：手続き的シェマ］

Q 5. この問題を解くときに何か別の問題（今

までにやった問題）を思い出しましたか？

［意図：問題想起の有無］

Q6. この問題を解くには何が必要ですか？役

に立つ定理はありますか？

じ意図：概念のシェマの有無］

Q7. どの三角形に着目したのですか？何故そ

れに着目したのですか？

［意図：手続き的シェマ］

Q8. BC=C Bとしていますが、これは問題

においてムEB CとムDc Bという 2つの
三角形に着目したときに思いついたのです

か、それとも合同条件を考えたときに思い
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ついたのですか？

［意図：難しさの境界線］

QS’． ζAが共通であるとしていますが、こ

れは問題の図においてムAE CとムADB

という 2つの三角形に着目したときに思い

ついたのですか、それとも、合同条件を考

えたときに思いついたのですか？

［意図：難しさの境界線］

（一通りで証明した生徒）

Q9. あなたは～という方法で証明しています

が、いま他の方法を思いつきますか？

［意図：多様な見方］

Q 10.同じように三角形の合同条件・を使って別

の証明はないですか？［意図：多様な見方］

Q 11. この図形の中に他の合同な三角形は見つ

かりませんか？［意図：多様な見方］

（二通り以上で証明した生徒）

Ql2.異なった方法はすぐに思いつきましたか？

［意図：多様な見方］

Q 13.まだ他に方法はありますか？

仁意図：多様な見方］

Q 14. 2つの三角形に着目したら証明はできる

と思いますか？ ［意図：証明の理解］

Q 15. この問題はできない子にとってどこが難

しいと思いますか？ ［意図：思考の違い］

Q 16. この問題をもとにどんな問題が作れます

か？ ［意図：問題の作りかえ］

Q 17.三角形の合同条件は何ですか？二等辺三

角形の性質は何ですか？

［意図：概念のシェマの有無］

この調査の結果、問題に隠された数学的事実

という難しさに関して、三角形の合同に着目で

きていない生徒はいなかった。生徒たちは何ら

かの三角形を見つけ、それを用いて証明しよう

としていた。しかし、問題に含まれる性質・特

徴ではない事柄を「仮定Jとして、証明に用い

ている生徒が見られた。

（証明 1)

ムEB CとムDc Bにおいて、
ムAB Cは二等辺三角形より、

LEBC＝ζD  CB・・・・ i 

仮定より、

LB  E C=LC BD  ・・・・ii 

仮定より、

EB=CD・・ .. iii 

i, ii, iiiより、
：かぐえ

一辺とその両端の角が等しいので、

ムEc B三ムDBC 
よって、 BD=CE II 

（証明 1）について考えると、ムEB Cとム

DC Bに着目し、 EB=C Dという事柄を仮定

として用いていることである。この問題の場合、

EB=C Dという事柄は問題では仮定されてお

らず、この事柄を用いるには、問題で与えられ

た事柄から導かなければならない。よってこの

証明を行った生徒は、問題に含まれる性質・特

徴をうまく見いだせていないものととらえるこ

とができ、数学的事実という難しさは存在する

といえる。

また、結論を導くための条件という難しさに

関しては、全ての生徒が2つの三角形の合同に

着目できていた。しかし、殆どの生徒が2つの

三角形の合同を示すために合同条件を用いて証

明をしようとしていたが、その中に合同条件を

用いず、に証明を行っている生徒が見られた。

（証明2)

B Cに平行な線EDをひくと

ムED CとムDE Bで

高さが等しいので

ムEDC E ムDEB 

よって BD=CE 、：p会1
この生徒は、合同条件を知らず、に証明を行った

のではなく、合同条件を知っていながらそれを

用いずに証明を行っていた。合同条件を覚えて

いても、実際の証明になるとそれをどの様に用

いればよいのかが分からないようであった。こ

れは、生徒の思考の中で2つの三角形の合同を

示せばよいということと、合同を示すには合同

条件が必要であるということが結びついていな

いと考えられる。このことは与えられた条件を

使って何ができるかといった結論を導くための

条件に関して難しさがあるととらえることがで

きる。

難しさの境界線に関しては、抽出児8名のう

ち、辺BC共通に関しては、 7名ζA共通に関

しては5名が着目している。インタビューにお

いて、それぞれどちらから導いたのかを尋ねた。

結果は、表－ 1に示すとおりである。
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表－ 1

数：数学的事実に依存

条：結論を導くための条件に依存

共：数学的事実と結論を導くための条件のど

ちらにも依存

空欄：辺BC，ζAについて証明で用いてい

ないもの

どこB=LCについては、問題より二等辺三角

形AB Cということから直接導かれるものなの

で、難しさの境界線では取り上げないこととす

る。辺BC共通や、 ζA共通に関しては証明に

おいて、どのような思考をするのかに依存する

と思われたので難しさの境界線で取り上げるこ

ととする。

調査の結果、辺BC共通に関しては、数学的

事実に依存するとした生徒は4名であり、結論

を導くための条件に依存するとした生徒は2名

であった。また、そのどちらにも依存するとし

た生徒は1名であった。証明ができなかった生

徒（A～D）に関しては数学的事実に依存する
とした生徒と結論を導くための条件に依存する

とした生徒は2: 1であり、数学的事実に依存

する生徒の方が多かった。また、証明ができた

生徒（E～H）に関しでも 3: 2 （どちらにも

依存するとした場合はどちらにも入れる）であ

り、数学的事実に依存する方が多かった。

どこA共通に関しては、数学的事実に依存する

とした生徒は4名であり、結論を導くための条

件に依存するとした生徒はいなかった。また、

そのどちらにも依存するとした生徒は1名であっ

た。証明ができなかった生徒は、数学的事実に

依存するとした生徒が1人であった。証明がで

きなかった生徒が少ないのはムAB DとムAc 
Eという三角形に着目した証明を行っておらず

どこA共通を取り上げていないからである。証明

ができた生徒についても、数学的事実に依存す

るするとした生徒と結論を導くための条件に依

存するとした生徒は4: 1 （どちらにも依存す

るとした場合はどちらにも入れる）であり、数

学的事実に依存する方が多かった。

難しさの境界線に関しては、数学的事実に依

存する場合が多く、結論を導くための条件に依

存する場合は少なかった。このことは証明がで

きた生徒と証明ができなかった生徒との間にあ

まり差は無いように思われた。しかし、 2つの

難しさのどちらにも依存する場合に関しては証

明ができた生徒の思考のみに見られた。どちら

の難しさからも考えられており、証明ができた

生徒の方が様々な方向からの考察を同時に行っ

ていることが分かった。難しさの境界線として

取り上げた事柄は、この調査の結果において、

どの難しさに依存するかは人によって異なるこ

とが分かつた。よって2つの難しさの境界線を

ひくことは難しいと思われる。

また、これらの調査の結果より、羽章では教

授法への示唆を考察する。

証明を意味する言葉には， demonstrationと

proofという 2つの言葉がある。前者の

demonstrationは、 「表示する」という意味に

根ざしており、真なることを「外へ向けて示す」

ことを意味している。つまり、証明の仕方・記

述の方法といった形式を重視したものであると

いえる。それに対して、後者の proofは、 「調

べる」という意味から出ており、 「内へJ探り

を入れるということを意味している。つまり、

証明をしていく上で何が考えられるか、どのよ

うに導くことができるか、与えられた条件から

どのようなことが考えられるか、問題をどのよ

うにとらえ直すことができるか、また既習事項

との関わりから何かいえることはないかといっ

た問題解決における思考の仕方を重視するもの

である。

さらに、これまでの論証指導において教師は

上述した意味における demonstrationを重視し

ているとも指摘しているのつまり、教師は正し

い証明をして見せることをもって、その指導を

したと考えるのである。

しかし、本来の指導は、 proofに重点を置き、

生徒の理解を図るべきであると思われる。教師

がdemonstrationを重視してきたことが証明問

題の難しさの原因になっているのではないだろ

うか。このような考え方に立って調査結果を振

り返ることから、教授法への示唆を考えるもの

である。

第一に、数学的事実の難しさに対してである。

先でも述べたが、問題に含まれていない事柄を

仮定として用いている場合である。このような

間違いをする生徒は非常に多く、その殆どの生

徒が、その事柄の証明は必要でないと感じてい

るのである。直観的に分かりやすく、 「正しい
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と分かりきっているのに、なぜ証明しなければ

ならないのか」と感じるからである。この場合、

問題で与えられていることと、今、自分が知っ

ている知識との違いをはっきりと押さえなけれ

ばならない。そして、問題の理解あるいはとら

え直しについて「問題からは何が分かるのか」

「与えられている条件は何かJ 「どのようにと

らえることができるのか」といったことを指導

すべきであると思われる。つまり、 proofを重視

した指導への転換が必要で、ある。

第二に、結論を導くための条件に関する難し

さである。今回の調査に関していえば合同条件

を知っていながら合同条件を用いずに証明を行っ

た生徒についてである。この生徒は2つの三角

形の合同を示すために高さが等しいことを根拠

として証明しようとしている。このことはある

意味では2つの三角形に着目し、 2つの三角形

が合同であることを示そうとしていることから、

「内へJの探りを入れているととることができ

るが、持ち合わせている合同条件の概念と問題

で与えられている事柄を結びつけるという思考

がうまく働いていないものととらえることがで

きる。このように考えたとき、やはり証明を行

う思考の過程が重視されなければならないとい

える。このような生徒に関しては、証明を行っ

ていく中で、 「どのように合同条件を活用して

いけばよいかJということを指導する必要があ

ると思われる。

4.研究の結論

証明問題における解決の難しさには「数学的

事実に関する難しさ」と「結論を導くための条

件に関する難しさJという 2つの難しさが挙げ

られることを指摘し、実際の生徒の思考を知る

ために調査を行った。その結果、それぞれの難

しさは生徒が問題を解く際の思考の過程の中に

見いだせると考えられる。しかし、生徒の思考

の中には、どちらの難しさにも依存する事柄も

あり、その境界線をはっきりと引くことは難し

いといえる。

調査結果から挙げられた問題点は、生徒が証

明をする際に、問題で与えられていない事柄を

用いて証明する場合があり、生徒はなぜ用いて

はならないのかを理解していないことである。

また、合同条件を覚えていても、説明する際、

どのように活用すればよいのかということが分

かっていない生徒も得られた。生徒がどれだけ

問題を理解し、どのように推論をしているかに

よって生徒の解決の様相は異なるとともに、そ

の指導の仕方は異ならなければならないと思わ

れる。教師は生徒が書いた証明からその思考を

すべて知ることは難しいが、生徒がどのように

問題をとらえ直し、また解決を進めようとして

いるかをとらえ、生徒の思考に的確に対応した

指導方法を考えていくことが必要であると思わ

れる。
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