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Abstracti lIVe consider a problem whele a worker processes two kinds OfjObs.町 pe A job(JA)can be processed at a
queueins system He must join the queue M′ hen he decide to process」 A, and he stays in the queueing system until he
completes JA Type B job(JB)Can be processed if he is not in the queueins system.He is siven one JA and L」 Bs,At
each end Of JI),he decides whether hejoins the qucuc Or p■ 。cesses the ren■ aining JBs lf all」 Bs are inished,he joins the
queue The object�e is to minimize the expected time when alljobs have been completed The problem is fOrmulated
as an optilnal stopping problem and the Optilnahty of the threshold policy and monotone property of the threshold are

proved.
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1 1ま じめに

ある作業を行 うため待ち行列に並ばなければい

けない場合に,他にも作業を抱えている人は,他の
作業を行いながら行列の様子を観測 し,行列が短 く
なったときに行列に加わるという行動を取る場合が

ある 本研究ではこのような状況において総作業時
間の最小化 という観点から最適政策を考える.本研
究で扱っているような状況としては,自 分の机でで
きる仕事がいくつかあり,それとともに,共同で使
用 している,コ ピー機械のようなものを使用 しなけ
ればいけない仕事を抱えている人が,最 も早 く仕事
を終 らせたいというような場合や,遊園地などで ,

人気のあるア トラクションの行列が短 くなるのを待

ちながら他のア トラクションで楽 しむなどといった

状況が考えられる.

2 モデル

1個の作業 Aと と個の 作業 Bを まかされている
作業者がいるとする.作業 Bは作業者専用の場所
が存在 し,任意の時間に処理を行うことができ,作
業 1つ を処理する時間は一般分布 θ(2)(平均 γ

~1)

にしたがっているものとする。作業 Aを行うために
は他の作業者 と共同で利用 している共有設備を使

うことが必要であり,それが他の作業者によって使
用されているとき,行列に並んで順番を待つことが
できるが,並んでいる間に作業 Bを行 うことはで
きないものとする.共有設備の使用時間は,平均処
理時間μ
~1の
指数分布に従い,それを使用する人の

到着率は行列長が づのとき λげであるとする .

作業者は作業 Bを一つ処理するごとに共有設備
を観測 し,待ち行列に加わるかどうかを決定するこ
とができる。作業 Bが残っているときに4子列に加わ
ることを決定 したならば,作業 Aを終えるまで共
有設備に滞在 し,作業 Aの終了後,残 りの作業 B
を処理するものとする。ただ し,作業 Bを全て終
えたときには作業者は,ただちに共有設備の待ち行
列に加わるものとする.共有設備の行列長を ぢ,作
業 Bの残 り数を ととして,(ガ ,r)の 組を状態と考え ,
2種類の作業を終えるまでの総期待処理時間を最小
にするように,共有設備に並ぶことを考える。

3 定式化

関数 γ(ぢ ,ど)を最適総期待処理時間とす ると,次
の最適性方程式を満たす。
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0キツμW枷≧り,①
y(ガ ,0)=(ぢ +1)/μ                (2)

ここで, 烏す(″)は行列長がガから″時間後にすに変

化する確率である。また, o(2)と してj待 ち行列
人数が どの状態から″時間後の期待人数,すなわち

Q徹)=Σ J島す徹)
ブ=0

を定義する.

ここで以下の仮定を置く

仮定 lλぢ≧λす(オ ≦す)□

この仮定から烏す(2)と ら (″)に以下の性質が成

り立つ .

補題 1任意のι,そ,2に対 して

1・ Σ [局 +1す (″ )一 烏す(2)]≧ 0,

す=ん

2.9Ⅲ l(π )-9ぢ (π )≦ 1.

証明 .

共有設備の待ち行列人数を表現する出生死滅過程

に一様化を用い 陶解 をその埋蔵マル
ヨフ連鎖の η

ステップ推移確率とすると駒解 は以下であらわさ

である.ここでΣ陶霧
)

ブ=々
とを帰納法により示す。

η解)に対しては,明らかであるので,Ση霧
~1)

が任意の たに対して ぢに関して単調J 
ブ=そ

る.              
曽加と仮定す

ガ=0の とき

Ση解=ゑ童陶i?E Iれ -1)
す=ん      す         

・′

=力 ″=0

=主嘔まA―λ加静
~り
+λo粥
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1

=婁聴μη静
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≦キ聴伽粋
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~つ

可
≦1聴 {μη静一つ十俳μ λl1772η ~り

+λ l陶η
~り

1

-―ヾ澤阿?
′=々

ゲ>0の とき

Ση解=ゑ童翻解牡,-1),

ブ=々       す=ん ″=0
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よって,式律)からゑ島(″).は任意のたに対し,1・
す=そ

ウに関 して増加 となィる .

9ぢ +1(2)一 Q(″ )≦ 1は以下のように証明できる,

の証明

r=0の 時 ,

y(t,1)一 y(√
,0)≦ 1/γ +(1+す )/μ―(1+ぢ )/μ

=1/7・

ど≧1の時,min{″ ,プ}― min{仏 ,υ }
≦maX{2-V,y― υ)を用いて

7(ぢ,1+1)-7(J,F)

千m蘇(I∞ (Eヨ鳥す(2)
(7υ ,つ一y徹,卜り))肥修),1/γ

}

≦lnaX{ボ嵯駒ωγ
-1)焉ω,1/'}

=1/ヤ・

の証明

`=0の
時は明らか ,

f>1の時

7(ゲ +1,1)-7(j,1)1

抑聾
(X∞嵯傷+巧ω

yけ
,T―り

―駒ωyけ,r_り》じω,Vμ}

―島ゅ)ゞLυ徹,F二 1)))ず。(2)
そ=0

127

9徹)三ニブP・P徹)=Ёえヵ解εれいぱ い)拘I
す=1

であるから

Σレ巧駐―す
び‐1

′=1れと0

ブ婢句≦1

を帰納法を用いて示す,
砲=0の ときは明らかであるので∞

Σ
―
レ韓TP―プ碗摯

~均
≦1とする.

す=1

Σレ■隼す―プ鍔拘
す=1

端}+みい却視口鳴)

十λⅢlすれ粋万;)― (A―μ―λj)♂れ摯
~1)

一λウデηウ;隼了;)}I

< 
五itμ
+,:!{(A一 μ―λぢ)ブ甲1隼7:)―+赤ぢすイP粋万;)

― (A― IB一 人,ヵηを|,~1)一 λlサ
ー
η乞1争了す
)}I

(1

2番 目の不等号は λガ+1≦ λ√かつΣン 加程帯
)

J=1

Σブ印解
~1)か
ら成立する,よって

ブ=1

0+1(→一C修)≦ Σ9~A″撃 =1,
れ=0

これらの性質を用いて以下の補題が成立する。

補題 2y(,,0は次の性質を満たす。

1,7(】,f+1)一 y(ぢ ,r)≦ 1/γ ,

2.7(げ +1,1)-7(|,r)≦ 1/μ .

証明 .
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≦ボ嵯喧島キ町ω
―Σ島ゆ》μ-1)研G徹)
チ=れ

=ボ儀‖ω―Q⑪脚ω≦√1
となり,題意が証明された.

上の補題から次の定理を得る,

定理 1も し,ある (,)よ)でそ子列に加わるのが最適な
らば (売,れ),(ただし(甲 ≦,,η ≦1))でも加わること

が最適である.

証明 .

補謳から

7(ぢiF)_rlr/3,“ )

=71ri,1)一 y(ゥ,,)+7(',|)― y(れ ,■)

≦(`―・ )/γ +('一 碗)/μ

よって

7(ぢ ,f)― (1-掏)/97-(t―

“

)/μ ≦ア(印 ,921

ここで,1/γ十(ケ +1)/μ ≦7(1,f)よ り,角/ヤ +(η 十
1)/μ≦y(珈,n)となる_

共有設備の待ち行列長けが0の1時には,作業Bを
行うのが最適であるのはあきらかであ―るので,最適
政策の構造は以下の図のようになる.

(共有設備の1人数 0又は,作1業 Aの残数 0の時は
加わ―るを選択)

数値例

仕事 Aの初期仕事数ち=7)仕事 Aの処理時間分
布が一定分布でγ

~1=10.0,

共有設備の処理率μ=1.0ォ 到着率がそれぞれ

八0=0.9,Al=0,9,
λ?=0,9,λ 3=09,
λ4=0・ 81λ5=0.7,
λ。と 0.7,λ7=0,7,
λ8=Oi7,λo=Oiヤ ,
八ガ=0(ぢ ≧ 10)

の1時の最―適政策を数値的に計算したところ,以下
のようになった。(11よ共有設備に並ぶこと

―
を示し,0

は並ばないことを示す。)

共

有

設

備

の

人

数

0

0  作業 Aの残数
定理で述べ.た性―質が成立していることがわかる.
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