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One of the authors proposed a new measurement method of high Q in oscillating

system by using the interefernce of laser light between direct and reflected rays from

a surface of oscillating systeln and could be Shown experimentany with quartz

resonator as an oscillating system.

On investigating this rneasurement method,it was found that the equivalent circuit

parameters of quartz resonator at the thickness vibration mode could only be

obtained fronl physical constants and sizes of quartz resonator used in the experiment.

It is known that the equivalent circuit of quartz resonator may be represented by

the series resonant circuit,according to the vibration effect,in paranel with the static

capacity of the resonator.

In such equivalent circuit,it is also known that each value of the circuit parameters,

that is, series inductor, L, series capacitor, C, and parallei capacitor, Cd, may be

determined only from physical constants and iom such resonator sizes.

Unfortunately,since the value of he series resistor R is not well‐ deFined theoreti‐

ca■ y,the actual value of such a resistor has generany been derived from an experi‐

mental result of attenuation on vibration.

In his paper,utilizing the complex elastic constant of the resonator crystal,it is

possible to represent L,C,and R of an equivalent circuit respectively,froni the given

physical constants and sizes of quartz resonator.

As a result, it can be seen clearly that the value of series resistor R properly

cottesponds to the nomaHzed factor defined by the ratio of imaginary to real parts

of the elastic constant and such normali2ed factor may be easily obtained by an

experimetal result of attenuation constant of the quartz crystal on acoustic transmis・

sion.

Key wOrds i  quartz resonator,equivalent circuit,thickness vibration rnode,complex elastic constant,attenua‐

tion constant,acoustic transmission
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1 はじめに
我々は、以前レーザ光を用いて振動系における高いQ
の値を測定する新しい方法を提案し、その等価回路定数

についての研究を行なつてきた。振動系として、厚み振

動する水晶振動子を用いて実験を行なつた。すなわち、

共振周波数近傍で振幅変調された電圧によつて厚み振動

する水品振動子面からの反射光とレーザ光からの直接光

を混合し検波すれば、あたかも振幅変調波のような検波

信号が得られ、その見掛けの変調度から、水晶振動子の

Qが求められる[1]。 この実験結果を説明する上で、水品

振動子の等価回路定数を物理定数、物理的寸法で決定し

ておく必要が生じてきた。

水品振動子は振動モードー定の場合、図 1の等価回路

で示されることがよく知られている。図 1中、Cdは水晶

振動子の静電容量、Ln,Cm,Rmは それぞれ圧電効果による

機械的振動を電気的振動に変換した場合の等価インダク

タンス、等価キャパシタンス、および等価抵抗を表して

いる。これらの内、等価インダクタンス、等価キャパシ

タンスは水品振動子の物理定数、物理的寸法から決定で

きるが、等価抵抗についての解析は十分でなく、等価抵

抗の値は実験によつて決定しなければならない。

Fig l An equivalent circuit

of the tuartz resonator

本文では、複素弾性定数を導入し、等価抵抗の値を実

験から求めるのに便利な式を導いた。この結果、水晶振

動子の物理定数、物理的寸法から振動子の等価抵抗、等

価インダクタンス、等価キャパシタンスの値が求られ、

等価抵抗も水晶中の音波の減衰定数、水品振動子の物理

定数、および物理的寸法から導かれるので、損失の評価

に便利であると考えられる。

2 厚み振動子の諸定数
一般に、圧電結晶においては、弾性係数、誘電率、お

よび圧電定数は方向によりその値が異なる。したがつて、

それぞれの方向に対し、テンソル量を用いて表すことが

できる。圧電効果を記述する圧電基本式は次式で表すこ

とができる [2]。

TH==cmnEsn~e O alE」

Dl=einSn+ε  lj8B,

ここで、

Tm  : 機械的応力
S.  : 機械的ひずみ
EJ  : 電界

…・(2-1)

cmnE : _定 電界時における弾性係数
ejm : 圧電庵力定数
ε ljS: 一定ひずみにおける誘電率
Dl  : 電束密度

鳳,れはクライマン則表示を用いて、n,a=1,2,…・,6と おい

ている。また、 i,jは座標軸にしたがつて、 i,j=1,2,3と

おいている。

式 (2-1)を行列の形で書くと、次の様に表わすことができ

る。

Tl

T2

Ta

T4

Ts

T6

Dl

D2

D3

Sl

Sρ

S3

S4

S5

S6

El

E2

EЭ

Ｆ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

●●●●● c16

・・・・・ C26

●●●●● ca6

―ell ―e12 ~e10

~e21 ~e22 ~e23

~eЭ 4 ~e32 ~e33
~e41 ~e42 ~e43

ell ・・・・・ e16

e21 ・・・・・ e26

e31 ・・・・・ e36 ε 31 032

~e63

013

…・(2-2)

式 (2-2)中、cm干 ,ε lJ専の上付添字は簡単のため省略して

いる。

水晶は、三方品系 (3,2)に 属し、図2に示されるテンソ

ル成分を持つている。

図2のテンソル成分を式 (22)に代入し、xl方 向に電界

をかけた場合、xt方向の厚み振動に対する圧電方程式を

求めると式 (2-3)と なる。

Tl――cll 'Sl― ell El

Dl==ell'Sl+e l18'El
・・・(2-3)
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ここで、

Cll ==Cll

十

チ
附

“

任 43Cat CC42・ C2f町 D‐ 42C2耐 〉

+C14C41(4c13C01~C33(Cll+c21))]

・・・(2-4)

ell ==ell

―チlett任れ他ぃ時f町翔‐凸如}
+e41C14(C33(Cll+c12)~2ctaC31']

―・(2-5)

εttε“
_チ臨ett C呻匁‐44e4D
十e14(e41(Ca3ClfC13C31)~C33C4tell)]

…・(2-6)

また、

Zl=C44(Cl1033 C232)_c442c3Э

とおいている。

3 核素弾性係数を用いた水晶振動子の等価回路定数
図3のような真空中で振動するX― cut厚み振動子を考え

る。座標原点は振動子の中心にとつており、かつxl軸は

振動子のX― cut面に垂直に選んでいる。振動子の両X― Cut

面に電極を蒸着し、電極間に厚み振動子の共振周波数を

持つ電界を加えることにする。

Fig.3 X一 cut quartz

この場合、圧電方程式は式 (2-3)の諸定数ell',o llS',

cllE'を あらためてell,c ll尋 ,cllEと おきかえると、次式

となる。

Tl――cllEsl_e41El

Dl=ellSl+o llSEl

ここで、各変数および係数はxl軸に関するものである。

応力

機械的歪

電界

電東密度

電界一定時の弾性係数

歪一定時の誘電率

ell ;圧電応力係数
いま、cllと を複素弾性係数と考え、

CllB=CllB'+jCllと ''

Xl

:＼ :

●  0 ●  ●  ●  ● :●  ●  o

・・・(3-1)

。… (3-2)

Tl

St

El

Dl

cllE

0 1lS

・  :zero component    ● :non― zero component

―  iequal components

―  :components numerically eqaul,

but oppOsite in sign

∞  :a codlpOnent equal to twice the heavy

dot compOnent to which it is Joined

←く③ :a∞mpOnent eqaul to ninus 2 tines the
heavy dot conPonent to which it is joined

X :(c ll― c12)/2=c66

Fig.2 The trigOnal tensor component

上式を式 (3-1)に 代入すると、応力Tlは次式で表わされる。

とおくと、式(3-2)よ り電界Elは

馳=峠 CDt et嗣

L Ccta恥手 れ一千 残
」II Dst汁残

…・(3-3)

…・(3-4)
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…
静子 乳詢 ど'…的

とおいている。

この複素弾性係数cllDを用いれば、式 (3-4)は

乳=儀 rhP批 ―
子
Й  … 伽 )

厚み振動する水晶振動子に対する運動方程式は、xl方

向の変位をul、 水晶振動子の密度をρとおけば、

02u1   0 Tl
ρ
 at2 
三
百

上式のTlに式 (3-6)を 代入し、St=Э u1/o xlの 関係を用

いれば、

ρtt lC44均臨中器 ~汁持
…・(3-7)

準静的な場合を考えれば、 8D1/8 xl=0と おけるので、

運動方程式 (3-7)は

ρtt lCt4巧
哺 吻
器  ~D

と書きかえられる。

水品振動子は厚み振動するので、振動子の卜cut面を自

由端面と考えれば、振動子の変位ulは次式の様に仮定す

ることができる。

ul=UtexP(jω t)sinh(γ xl) …・(3-9)

ここで、Ulは変位の振幅、γはxl方向の伝搬定数、のは

振動子の印加電圧の角周波数である。

式 (3-9)を式 (3-3)に 代入すると伝搬定数γは次式となる。

ここで、φをポテンシャルとおけば、電界はφのスカラ

ポテンシャルで表わされ、E4=~∂ φ/O Xlとおける。従

って、準静的な場合を考えれば、式 (3-14)は次のように

書きかえられる。

賄器―器 判  …臼り
式 (3-15)を 積分すれば、ポテンシャルφは

φ=汁 u4■L4Xれ2  中 0
ここで、Ll,L2は 積分定数とする。

この積分定数は境界条件から次の様に定めることがで

きる。xl=± 9/2、 すなわち振動子両端面におけるポテ

ンシャルを士φ。とおくと、式 (3-16)よ り

―・(3-10)

・・f(3-11)

,一 (3-12)

….(3-13)

・・・(3-14)

cllD'e llS(1+jδ )

…・(3-17)

・・・(3-18)

偽=汁 U4・ Lt l朔し

・O――≒ け晩仰か晩

γ細手 岩下μ
2

=翌上上(1+jδ )~1/2
V

δ《1と おくと、

γ≒辛ll i争 )

境=■
せ 予
―
半
u� (γ ,p …

・
■

"
L2=0                    ~・ (3-20)

ここで、Vを振動子面間の電位差とすれば、V=2φ 。とお

けるので、振動子内のポテンシャルφは、式(316),

(3-19),(3-20)よ り次式のように書くことができる。

φ=≒ UtSinh向

・ +―汁 牛Sinh仰窮廠1-<3211
電束密度Dlは、式(3-2),(3-9),(323)よ り

残=販 #e ttS器
=-0 1lS型生+ell望壁生sinh(γ ,/2)  …・(3-22)
9   ,

振動子両端面は自由端と考えているので、Xl=士 ,/2に

おける応力Tl=0と おけ、式(34)よ り次式となる。

γLCOShlγ 功 岸    勇 … ∽ 労

式 (3-22),(3-23)を 書き直せば次式となる。

残れ牛Ы�確'p=―ε“
SI …4w0

上式中、 δは複素弾性係数の虚数部を実数部で正規化し
た係数、vは振動子中の音速であり、それぞれ次式の様に

おいている。

δ=cllD''/cllゆ '

v=(cllD'/ρ )1/2

また式(3-2)よ り

持 =町1器持“
S≒

γ Ulcosh(γ 2/2)=0Dl―

・… (3=25)



式(3-24),(3-25)か ら振動子の変位振幅Ulを 求めれば、次

のような式が導かれる。

Ul=
―e llSV/9
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=jω Cd+jω Ca

=j ωCa+

+器僚嘲∞訳初
1

電気機械変換係数に11=el1/(ε llScllDり 1/2を 用いて、

上式を整理すると、

―V ell
Ul=

ギ γttδた岱ば∵>Ⅲ Sinhlヂ )

γ娩 皓Ⅸγ嘲 ‥ 綺

"卜隅
…・(3-26)

肌器 場畔
1

―

十

―j ωCd

=YdttYn                   …・(3-29)
ここで、Yd,比 ',胤を以下の様においている。

Yd=j ω Cd

的Лa器鰐岸  中 0電源から水晶振動子に流れる電流11は、振動子内を流

れる変位電流と等しくなり、11=O D1/8tで与えられる。

図3のように座標軸をとった場合、電流11は振動子の面積

に関して面積分すれば、式 (3-22)よ り次式で表わすこと

ができる。

円ω∫甥2「与2此岬Z
=jω∫:多2∫!与芦伴Sinhぃε"S十 }dydZ
上式に式(3-26)を代入すると、次の式が得られる。

L=jω 響 ←り可ω響 翠

'       ~   ,    (γ
,)cosh(γ ,/2)

1
Ym=Yd+ 1   1

-Yd   Yュ '

・・・(3-31)

sinh(γ 9/2)

1-
kl12tanh(γ 2/2)

(1+jδ )(γ 9/2)

・…(3-27)

式 (3-27)中 、ε
“

Sab/,は振動子の静電容量Caを 表わし

ているので、Ca=ε llSab/,と おくと、上式は次式とな

る。

円帆ωttω∵
(-7)sinh(γ ,/2)

翠
μ � γ明 性

鰐
}

・・・(3-28)

式 (3-28)中 、第一項目は振動子の静電容量を流れる電流、

第二項目は圧電効果による電流を表していると考えるこ

とができる。従つて、水品振動子の等価入カアドミタン

スYは、次式で定義することができる。

Y=11/(―V)

Ydは水品振動子の静電容量によるサセプタンス、Ynは振

動子の圧電効果に伴うサセプタンスで、水品振動子の全

アドミタンスYは Ydと Ymの並列接続となる等価回路で表わ

すことができる。一方、式 (331)においてY題は~Yaと L'
の各アドミタシスの直列接続を示しているので、水晶振

動子の等価回路は図4(a)で表わすことができる。

水晶振動子は直列共振周波数のO付近では、

I Yn'I《 |― Y。 |と 考えられるので、式 (3-29)は図4(b)

とおける。

Y≒ Yd+Yn' …・(3-32)

―Cd

Fig.4 (a)

Fig.4 (b)

An equivalent circuit of the tuartz resonator at

the vibration aode thickness

従つて、水品振動子の等価回路定数は式(330)の Y題 'か

ら以下の様に求めることができる。

(―V)
×一―――一―
cllD'(1+jδ )

ell

=j ωCd+jω Cdk14⊇
(1+jδ )(γ ,/2)coth(γ ,/2)― kl12
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式(330)中 、γ
'/2は
式 (3-11)お よび

か
堤詩
住
持
)鱈

欧 ω≒ぁi)●
導労

を用いて、

≠封(#―か十二lillど2
とおき、ω。ツ 9=π の条件を用いて、式(3-34)を 次式に   La'=
書き直しておく。

争 =j(手一И)+争δ
また、式 (3-30)中、tanh(γ ,/2)を 式 (3-35)を 用いて、

次式に書き直しておく。

輸 Ⅸγ嘲 =鰐 ≒
縞

・…(3-36)

式 (3-35),(3-36)を 用いて覧 'を求めれば、次式で与える

ことができる。

'ゝ=jω Ca km2≧砺
=埒
戸 …・-3つ

便利のため、アドミタンス胤 'をインピーダンスZn'で表

わすと、

″=+=持器 枠→″δか
=斧扁(辛初

ω O   ω

式 (3-41)から等価回路のインダクタンス比
'、 キャパシタ

ンスCn'は次の様に表わすことができる。

″

'

22

4に 112caVω 0    4に 112caV2

≒π (モ
:『
一■)

=ω 。とn'(ω
 ―
ω°

)

―・(334)

―・(3-35)

―・(3-38)

暉 =詩 =斜

・・・(3-41)

―・(3-42)

…・(343)

・・・(3-45)

・・・(3-46)

…・(3-48)

上式から、このインピーダンス猛 'の実数部分は振動子の

等価抵抗R4'、 虚数部分は振動子の等価リアクタンス胤 '

を表わしており、これらが直列接続になつていることが

わかる。すなわち、

Zm'=ユ破'十j胤 ' ・・・(3-39)

式 (3-38),(3-39)を 見れば、等価抵抗Rn'は次式の様に表

わすことができる。

暉 =論 ≒
論

=織

―・(3-40)

上式から、水晶振動子の等価直列抵抗監 'は複素弾性係数

の虚数部を実数部で正規化したδに比例しており、水晶

振動子の損失は複素弾性係数の虚数部から生じることが

わかる。

リアクタンス部X凛 'は式 (3-38)の 虚数部に式 (3-33)を 代

入すれば、

π Zl
Xm'=~2kl12の

Cd

式 (3-42),(3-43)は Ln',Ca'は 水晶振動子の直列共振周波

数ωOIこおける水晶振動子の等価インダクタンス、キヤパ

シタンスの大きさを決定する式で、水品の物理定数及び

物理的寸法で決定できることがわかる。

等価抵抗Rn'の値を求ゆるには、δの値を決定する必要

がある。以下、実験的に決定する方法について考察する。

一般に、結晶中をxl方向に伝搬する音波の変位u(xl,t)

は次式で表わされる。

u(xl,t)=UOeX,(j(ω t― kXl)〉

=UoexP(j(ω t―ω X1/V)Ⅲ         …・(3-44)
ここで、U。は変位の振幅、ωは角周波数、kは結晶中の伝

鍛定数である。いま、結晶中の音速をvと し、複素数で表

わされるものとすれば、

V=Vr+jVI

=v宝 (1+j聖
生) (vr》 vl)

結品中の音波の伝搬定数kは上式を用いて、次式と書き直

すことができる。

ω
k=一 三

vr(1+jど生 )

≒ 
の
(15 Vl)=α +jβ
vr      Vr

αは結晶中の音波の減衰定数、βは位相定数である。

上式を式 (3-44)に代入すると、次式が得られる。

u(xl,t)=UOeXP(j(ω t― ω X1/Vr)}exp(― ω VIX1/Vr2),

=UoexP(― α xl)exP(j(ω t―β Xl)|  ―・(3-47)

式 (3-47)から、減衰定数α、位相定数βは次式の様にお

くことができる。

α =ω ~互

ア

β= 
ω                     ・…(3-49)
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複素弾性係数cllつ =Cl lつ '+jC“ つ''を持つ結晶中の音波の

位相速度は式(313)を考慮すれば、次の様における。

v=(cllD/ρ )1/2

=((cllD'十 jcllD'')/ρ }1/2

=(cllD'/ρ )1/2(1+jδ )1/2

≒vr(1+jδ /2)

=vr+jvl
従つて、式 (348),(3-50)よ り

δ=生 =2α
 vr 
≒
2α v

…・(3-50)

・・・(3-51)
Vr      ω       ω

式(351)中、αは結晶中の音波の減衰定数であるから、

この値を測克すれば、δが決定できることを表わしてい

る。水晶結品に対するαの値について、結晶中の転移に

よるもの、熱弾性効果によるものについては理論計算が

行なわれている [3]。 その他、振動子端面における気体、

及び支持の影響について種々検討がされているが、水品

振動子の損失の決定には実験によらなければならない様

に思われる [4]。

4.ま とめ

複素弾性定数を用いて、水品振動子の厚み振動に対す

る等価回路定数を求めることができた。すなわち、等価

インダクタンス、等価キャパシタシスは式 (3-42)、 (343)

で示されるように、物理定数、物理的寸法から決定され

ることがわかった。

また、式 (340)か ら、等価抵抗は水品振動子の複素弾

性係数の虚数部を実数部で正規化した係数δ及び物理的

寸法、物理定数で決定できることがわかった。

このδの値は水品中の音波の減衰率αを実測するか、

あるいは音波減衰についての機構を理論的に解析するこ

とによって決定することができる。以上、水晶振動子の

等価回路定数は物理定数、物理的寸法から求められるこ

とを明らかにした。等価抵抗、等価インダクタンス、等

価キャパシタンスの式を改めて書けば、

従つて、水晶振動子の直列共振時におけるQは

Q=ω
。氏'=粋

―・(4-4)

として求めることができる。

式 (42),(43)を 計算した結果、直列共振周波数の実測

値とよく一致することがわかった。
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