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The purpose oだ this Paper iS tO establish means to determine the equation

of a system dynamics so that the system resulted behaves in a ``satisfactory"

manner. This method,so called lnverse MethOd, is used by many authors for

two― dimensional system and/Or for the analysis of stable region.

In the ttirst part of this Paper, the relationships between dynamical systems

and their integrals are shown through a family of some hypersurfaces. Then,

in the 12tter half, the construCtiOn ot a set o£  differential equations are acco―

mplished tor the inverse proble■ l in a n― dimensional space R″ ,together with

some definitions ott stability だor the limit sets. �lany examples are given to

show the effectiveness Of this method.

1.緒    言
題
1)n次
元空間における同じ問題

2),に
対して応用され

一般に,微分方程式系 (力学系)が与えられたとき,  ている。又,安定問題と密接な関係をもつ非線形系の周

その解に対する定量的あるいは定性的性質を調べること  期解に関する研究
3)4)に
も用いられている。これらの問

を,解析と呼んでいるが,逆に,得られる解の性質を一  題は当然, 順問題の解析としても, 種々研究されてい

部指定し,そのような解をもつ微分方程式系を求める問  る
5)～ 7)。

題を,上記の解析 (これを順問題という)に対する逆問   本論では,先に記した一部指定する性質として, n次

題と呼び,その微分方程式系の構成を,逆問題のシンセ  元状態空間において,任意に与えられた有限個の超曲面
シスと呼ぶことにする。 が適当な安定性をもつことを考え,こ の性質をもつ力学

このような観点に立った研究は,すでにいくつか行な  系の微分方程式を構成する問題を考える。このとき,指

われており, 2次元空間における安定領域を求める問  定された超曲面の一番内部のものが,丁度,原点を特異
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点とするシステムの安定あるいは不安定領域と一致し,

一方,構成したシステムが周期解をもつとき,こ の周期
解は,指定した有界な超曲面上に合まれていることは,
力学系の理論から明らかである

。).。 )。
勿論,状態空間が

2次元の場合には,こ の有界超由面は閉曲線となり,い
わゆるリミットサイクルと一致することは当然である。

2.逆 問 題 (その 1)

最初に,以下の議論で必要となる.内積に関する次の

補題をあげておく。

〔補題〕
iO)y,Zを

任意のn次元ベクトルとし,υttOと

する。このとき,yと をが直交,磁iZ)=0,す るため
の必要十分条件は,交代行列氏 rr=_氏 が存在し
て,Z=【 yと表わされることである。
次に, σを任意の実数, 7を Iの 素直な関数とし
て,

7(")=7(″1,T2'… '″″)=θ   (1)

で定義される超曲面を,閉不変集合,いわゆる積分曲面
としてもつ力学系の微分方程式を求めてみよう。 ただ
し, n次元ベクトル空間R″ のほとんどあらゆる点 甚

で,grad 7(翼 )～0,とする。いま, 求めるべき力学
系の微分方程式を

■ =′(→ ,(・ は時間 とについての微分) 12)

とおくと,側 のある超曲面の任意の点 琵を通る鬱)の解
は,すべてその超曲面に合まれなければならない。すな
わち,点 置における,(2)の速度ベクトル F(x)と ,l」 )
の法線ベクトル grad 7(")と は直交しなければならな

ぃ。grad Kっ 苺0と仮定してよく,従って,
〔補題〕より

(ヂ (■), grad 7(x))=0,

がほとんどあらゆる点 "∈
R″ で成立するための必要

十分条件は,ある交代行列 κ が存在して,

デ(つ =て grad KX)         は)

となることである。ただし,交代行列 【 は, ベクトル
翼に依存して決まり,K雲て(■)である。これより,求
める微分方程式系は, 任意な交代行列 F=∠ (翼)に対
して,

"=r(・)grad 7(死)              (4)

であることがわかった。

同様な考察から,力学系
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"=― grad7(x)

は,その解軌道が, 超曲面 7(】)=じ を垂直に横切る
システムであり, この形のシステムは gradientsystem

と呼ばれている
。)。
この gradient systemに対して,

13)式のシステムは tangent systemと も呼ぶべきシス

テムであるが,超曲面の任意の点で法線ベクトルは,多

くの場合一意的であるのに対し,接ベクトルは一意性が

ないのが特徴である。

以上をまとめて,次の結果を得る。

〔結果 1〕 R力 において,超曲面 KX)=θ,θ は任
意定数,を積分曲面としてもつ力学系は,任意の交代行

列 F=【 (■)に対して

"言
K(翼)grad 7(I)

で与えられる。(n=2の時,7(x)=ι は一般解を表わ
している。)

〔結果 2〕 R″ において,与えられた微分方程式系
X=r(■ )の積分曲面は, デ(X)=【(】)grad 7(■ )
を満たす K(翼 ), 7(x)を 用いて,7(")=じ で与えら
才Lる 。

本節での逆問題は 〔結果 1〕 により容易に解くことが

できるが,得られる解は無数であり, ここでは,Xが

"の関数となる
1例を示すことにする。

(例 1)'1=2″ェT2' テ2=″

'~″

:, の解は,
″〔+″:+じ ″1=0であることがゎかっている

1う

。逆
に ,

7●)=
″子十″ち

を一般解としてもつ力学系は,

『
�Kつゴ(1-孝,等 )

より,力 をパラメーターとして,

室
劇
謝

一

一

〓

″ュ

為

′
一″

を得る。ここで,例えば″=″〔とおくと, もとの微分
方程式系, ユェ=2″ 1″2''2=″ち~″4, が得られ
る。
次に順問題,すなわち 〔結果 2〕 に対する例を示す。



(例 2)Dufting方程式 (保存系の場合)

,・ +″ +μ ″3=0

これは, ″1=″,″2=″ とおくと,

'1‐

″2''2=~″ユ~μ だ

となる。このとき儡)式は,

(―
″∫生μ嘱)=(_! I)(華 )=(_″ :́と:)

となる。例えば ″=1/2と して解くと,

7⑭ =だ キ÷μ五十瑶
を得る。従って (周期)解として,

″〔キ ー】一μ″t十 "ち = ♂

が求まる。

これはきれいに解けた例であるが,行列 【が定数な

らともかく,Xの関数にもなり得るので,一般的解法と

して 〔結果 2〕 を用いるのは,限界がある。

3.逆問題 (その 2)一安定問題への応用

前節では,(1)式で表わされる (n-1)次元超曲面が

, 任意のパラメーターじに対して閉不変集合 (積分曲

面)と なる場合を考察したが,以下では,特定なパラメ

ーターの値 θに対して,対応する超曲面が, その近傍

に対するある種の極限集合となる場合を考察する。

本論で考察する超由面は次のようなものである。い

ま,R″ において,超曲面

7(声)=じB                  (5)
が与えられたとき,οBの代りに ♂を代入して得られる

超曲面

7(x)=θ                     (6)

は,0<ο <ひBにおいてコンパクトであり, より小
さヤヽ じをもつ超曲面を,完全にその内部に包合し, か

っ θ―→ 0で, 俗)は原点に縮退するものとする。 ここ
に,超曲面の内部とは,その超曲面が全空間R″ を 2分

するうちの原点を含む側をいう。

超曲面俗)を表わす集合 Sσ を,

sc=(声 17(x)=¢ }

で定義し,R″ における

と, この AI(島 )は ,S.

2分される。これを各 ,々

と,結局,

N(Sc)=Nl(島 )

となっている。

〔定義 1〕 ある力学系に対して,集合 勇 が安定であ

るとは,ある近傍 Ⅳ(晃 )に合まれる任意の近傍 生
(島 )に対し,ある近傍馬 (島 )が存在して,嶋 (島 )
の任意の点を出発した軌道はそれ以降すべて耗 (島 )

に合まれることをいう。同じく,集合 島が外から (内

から)漸近安定であるとは,Sひ が安定であり,かつ,あ

る近傍 N(島 )に対し,N° (ISc)(N′ (Sc))の任意の点

を通る軌道は,時間の経過とともに,すなわち時間の正

の極限で,集合島に漸近することをいう。又,集合 S,

が外から (内から)不安定であるとは, 同じく,N°
(島 )(N=(島 ))の任意の点を通る軌道が,逆時間で,す

なわち時間の負の極限で 島に漸近することをいう。

本論で興味をもつ超曲面(6は ,不変集合として孤立し

ている場合であるので,〔定義 1〕 に従って, 超曲面俗)

の安定性 (局所安定性)は ,次の様に分類される。 (安

定性の形態としては,これ以外にも存在する。)

〔定義 2〕 集合 島 ,従って超山面 7(")=σ,が漸

近安定極限集合であるとは,集合 島 が外からおよび内

から漸近安定であることをいう。同様に,外からおよび

内から不安定であるとき, 不安定極限集合 ;外から漸

近安定,内から不安定のとき,漸近半安定極限集合 ,外

から不安定, 内から漸近安定のとき, 半不安定極限集

合, と各々呼ぶことにする。

以上の準備により,考察する逆問題は,次のように表

わされる。

n次元状態空間R″ において,任意に指定された超曲

面が,〔定義2〕 の意味で, 任意の安定性をもった極限

集合となるような力学系の微分方程式を求めてみよう。

いま,16)式で表わされる超曲面 (群)に対し,次式を

考えてみる。

翼 =力 (7("))♂ (")十 【 grad 7(翼),    (7)

ことに 力(・),,(。 )は , 各々,ス カラー値, n次元

ベクトル値の連続関数である。

0<θ <θBなる任意の ひに対する超曲面脩)の任意

の点 "で ,俗)の法線
ベクトルと17)の速度ベクトルの内
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島 の近傍 N(島 )を 定める
によって,その内部と外部に

Nす (Sr),N° (島 )と す る

U ttU N° (Sc)・
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積を考えると,rfが交代行列より,

erad 7(x), ん(7(■ ))♂ (■)+【 grad 7(■ ))
=力 (7(I))(grad 7(x),♂ (")),    (8)

となり,こ こで ,(")と しては (例えば)

(grad 7("),♂ (X))>0, V"～ 0,     (9)

を満たすように選べば,(研式の内積の符号は,ち (7("))

の符号によって決定される。

(I)指定される超曲面が 1個で,15)式によって表わさ
れる場合

(i)力 (7(■))=7(")一 θB, とおくと,力 (。)の 符号
は,"が超曲面 7(x)=,Bの 内部,上,外部にあるに
従い,各々負, 0,正の値をとる。これが,は )式の内積
の符号と一致し,内部,外部の軌道は,と もに超曲面か
ら遠ざかる傾向を示している。結局,超曲面 7(")=θ B
は,不安定極限集合となっている。

同様な議論から,力学系(7)式に対し,

(li)力 (7(x))=― (7(翼)一Ъ)の とき,超曲面 T/(")
=θBは ,漸近安定極限集合,

(iil)打 (7(翼))事 (7(I)一¢B)2の とき,超曲面 7律 )
=θBは ,半不安定極限集合,

(�)ち (7(■))=― (7(I)一 θB)2のとき,超曲面
7(工)=σBは ,漸近半安定極限集合,
が各々得られる。

超曲面 7(x)=θ B力式不安定極限集合となる場合, そ
の超曲面の原点を含む内部は,システム檸)の原点 (平衡
点)に関する漸近安定領域であり,超曲面 7(")=οB
は,その安定限界曲面となっている。何故なら,18)式の

左辺は, 正の関数 7(")の 17)式の軌道に滑った時間微
分となっており,従って,関数 7(")は ,超曲面 7cIJ

=οBの 内部に対する局所的 Ly2punov関数となってい
るからである。同様に,超曲面 7(")=θBが 漸近安定
極限集合となる場合,その内部は原点に対する不安定領
域となることは明らかである。

(例 3)n次元空間における単位球
K・)=(■ ,翼)=||″ |12,θB=1の場合を考えると,
grad 7(■ )=2",ょ り,条件 19)式は,(2x,♂ (■))>
0,V“■ 0,と なる。ここで,例えば,♂ (")=死 と選
ぶことができ, この時,任意の交代行列 【 に対して,

∴=(||"|ド _1)x+2 FI,

テ=_(||″ lr-1)″ +2盈 ,

テ=(||″|12_1)2.+2Ffy,

,=_(||″ lr-1)2+2K″ ,

は,単位球を各 ,々不安定,漸近安定,半不安定,漸近

半安定な極限集合とするシステムである。例えば, n=
3の とき,

と定めると,単位球内を漸近安定領域とする3次元シス

テムとして,

が得られる。

(例 4)3次元空間における平面
″1>-0.5で表わされる半空間領域 を漸近安定領域
とするようなシステムを求めてみよう。いま,

仔・―持/Eヱ =(寺 }
を考えると, これは, 0<じ <1では閉曲面を示し,

'一
→0で原点に縮退,じ の増加とともに膨張し,σ ―→

1で ″ェ=_o.5な る平面に漸近する。さらにこの式を
変形して,

イ十巧十″:
徹ェ+り
2+巧
ヱ

== θ
2

とすると,これは16)式に対応し,σ =1と すれば,□式
に対応する式が得られる。ここで,

grad 7(″ )=
K″二十つ
2ヱ
宝 )2

Ц 斃 蓄

ヱ

であるから,ベ クトル♂(X)=

(″))は ,条件(91よ り,

れ ⑭ 〔 +れ 立 ヱ )+

+『3(″ )'3(2■二十1)>0,

一

一　

一

１

一２〓
κ

ヤ
ー
μ
′

　
● C‐・ )'ど 2(")' g3

g2(″ )″2(2″1+1)
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を満たさなければならず,例えば,『 1(置)=g2(・)=
0'『 3(・)=″3(2″1+1)(01+1)2+″:十″:)と選
ぶことができる。 (考察1参照)又,【 としては,

【 =
((″二十1)2+巧 +″:}2

十三:_i l)
とすると,求めるシステムの1例 として,

″1=(2″1+1)(T2~″ 3)'

'2=″
3(2″1+1)― (″子+″ュー″:一″:)

'3=~″
3(2″1+1)十 (″:+″ェー′,一″:)

~″
2(2″1+1)

が得られる。

(例 5)楕円を漸近半安定極限集合とする場合

7(■ )一σ】=″〔―″1,2+透 ~1=0

とおくと, grad 7(置)=サ (2″ iサ ー″2' ~″I+2/2)
であるから,条件式Ю)は 1♂ =は 1,ど2)と して

'

(2,1-″2)為 (・)十 (―″二十2″2)g2(X)>0'

これより,例えば,gl(")=″1,ど 2(X)=ち を得る。

また,交代行列 Fと しては

【 =(_l  i)

と選ぶと,求めるシステムの1例として,

1身 巧 耽 彰 耳 ち 境

2琺
|

が得 られる。 このシステムをシミュレートしたのが,
Fig。 1で ぁる。

(正 )指定される超曲面が 2個の場合

指定される超曲面 SI,S2が各 ,々

SI:7(置 )=οl, S2:7(")=ι 2'
0<σl<θ 2奮 θB'

と表わされるとする。この2っの超曲面に対し,安定特

性として 〔定義 2〕 の4種類のどれかが指定されること

になり,結局,実現性を考慮して, 8通 りの場合があり

得る。しかし,これらはいずれも,以下の様な同一形式

で表わすことができる。すなわち,17)式の
'(7("))と

Fig.l Resunt fOr example 5

しては,

力1(7("))=(-1)サ
~1(7(x)二

σl)ど
1(7(x)一

ο2)」
2

又は

力2(7("))=(-1)′ (7(")一じ1)′
I(7(I)一

じ2)カ

ただし,dl,d2=1又 は 2,′=dl+d2'
この時(工 )と 同様,力 の符号, 従って俗)式の内積の符

号を調べることにより,以下の結論が導かれる。 (ただ

し,′.Stは,極限集合 ■mit setの 略)

(i)力(7(■ ))=打 1(7(■))を用いると,
。dェ =1,d2=1の 時 ,
SI:不安定 ′,S・,   S2:漸 近安定 ′.S,,
o dl=1,d2=2の 時 ,
Sl:不安定 ′。S・,   S2:半 不安定 ′・ S・ :
。dl=2,d2=1の 時 ,
Sl i漸近半安定 ′・ S・, S2:不 安定 プ・ S・ ,
O dl=2,d2=2の 時 ,



46        山本祥弘・棚瀬隆文・奥山佳史・岩花善衛 :非線形力学系の極限集合

Sl:漸近半安定 ′・S。,  Sr2:漸近半安定 ′・S,,

(11)力 (7(■))=力 2(7(置 ))を用いると,
odェ =1,d2=1の 時,
Sl:漸近安定 ′・S,,   S2
o di=1,d2=2の時,
SI:漸近安定 ′・S,,   S2
o dl=2,d2=1の 時,
SI:半不安定 ′,S,,   S2
。dl=2,d2=2の 時,
SI:半不安定 ′。S・,   S2

不安定 ′,S,,

漸近半安定 ′.S.,

漸近安定 ′・S,,

半不安定 ′.s..

この結果において容易にわかるように,d, =2と し
た時の対応する SFは 'つねに「半」のついたものにな

ってる。これは超曲面 S, が, その近傍において因子

(7(■)一ιす)ど
す

の符号を変えないことからも明 らかである。 また,
力(7("))と して 力1(7(翼))を用いた (i)の 場合は,超

曲面 SIの 内部が,原点に関して漸近安定領域となって

おり,一方,/B2(7(■ ))を用いた (ii)の場合は, 不

安定領域となっていることが確認される。

(例 6)楕円,円を各々,不安定,漸近安定な極限集合
とする場合,

X+00-の 瑶=θ

を考えると,こ れは,じ=9で円, 0<σ <9で楕円で
あり,じ → 0で原点に縮退す。 しかし,こ の式は15)式
の形をしていないので,変形して,

スμ)―,三
≒ ¥_r0

を得る。ここで,θ=5ぉょび9と して, 各々指定する

楕円,円を与えると,この楕円,円を各々,不安定i漸

近安定な極限集合とするシステムとして,

を得る。ただし,力 は任意スカラーで,σ (")=′ (gl

(】)'g2(X))は 条件式19)を満たさなければならない。

例えば,力 =(1+″号)2,Fl(")=″ 1(1+″ち)2,
ど2(・ )=″2(1+巧 )2 とぉくことができ, 求めるシ
ステムは,次の式で,そ して,そのグラフがFig,2で示

される。

1生死tだ帝デ
佃→勺

1生万tザ協デ
α)

(III)(工 ),(正 )の結果から容易に,次の様な一般化

が可能となる。すなわち,m個の超曲面

7(x)=ιl, す=1,2…・,物 ,
0<οュ<θ2<……<¢解=θB,

が,各々 〔定義 2〕 の適当な安定性とともに指定された

極限集合であるような力学系の微分方程式は,

力(7(″))=(-1)'(7(声)一ιl)ど
1(7(死
)一θ2)ど

2

…………(7(")一 じ″メ
膀          は0

ただし,d,=1又 は 2,i=1, 2,… ,五 .

P=′ -1又は′,′ =量 dF'

を用いた時のシステム(7)で与えられる。ここに,P=′―

引響引響 -91glC→
十聖
QOイ上

,

引響引響 91g2C→

2カ″
1

1+″
, '

Fig。 2 Result for example 6



1の時は,超曲面 7(x)=θ lの 内部が, 原点に関する

漸近安定領域と一致する場合であり, P=′ の時は,不

安定領域となる場合である。また,dブ =1で あれば,
対応する超曲面 7(翼 )=σ′は, 漸近安定あるいは不安

定な極限集合であり,d′ =2でぁれば, 漸近半安定あ
るいは半不安定な極限集合であり,さ らに, この各々の

場合の二者択―に関しては, 1つ内側の超曲面の安定性

によって決ってくる。例として, 3個の極限集合をもつ

場合を考えてみよう。

(例 7)2次元平面R2において

鳥 取 大 学 工 学 部 研 究 報 告 第 ■ 巻

一θ′=0,

=2,
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7(丼)一 ♂サ

す`=と ,2,3,

勢

州

十
　

　

　

，

た
μ
ヽ

　

０
，

２
″１
　

　

一一

一
一　

　

生

として3個の超曲面が与えられ,内側から順に,漸近安

定,不安定,漸近安定な極限集であることが要請されて

いるとする。このとき,原点近傍は不安定領域となって

いるから, 10式において,P=′ が対応する。 また,
d,=1(i=1,2,3)ょ り′=3.さ らに,grad
7(ヵ)=′ (2″ェ(1+"?), 2T2)よ り,条件式19)は ,
♂=′01,g2)と して

'

2″1(1+":)gl(“ )+2,2g2(工 )>0

となり,例えば,ど1(再)=0,ど 2(・)='2'と選ぶ。

(考察1参照)さ らに,

とおくと,求めるシステムは,

Fig。 3 Resuit for exaコn,le 7

4. 考    察

1.(9)式での不等号に,等号をつけ加えても,システム

の軌道に沿って等号が恒等的でない, という条件のもと

で成立することは,通常のリアプノフの安定論の場合
12)

と同様である。

2.与えら浄た非線形系

“
=<")

が, 17)式 と等価であるためには例えば ♂(喜 )と して,

よつ =淋 欲 つ一F grad K功

と,形式的に選ぶことができる。これを条件式(9に代入

すると,

(grad 7(喜),♂ (評 ))

=淋 Cgradゅ ,くつ≫ 0

となり,原点近傍で ′(7("))<0 とすれば,これは,

一

１

一２〓Ｆ

″I =″ 2'

テ2~″1ゴ十∝Q+与)十お―∝0
×∝o+ギ多っヱーっc cl・季)ヱ
ー2)″2'

となり, そのシミュレーションの結果が Fig.3で ぁ

る。このシステムは,保存系の DuFring方程式に,非

線形減衰項を加えて極限集合をもつようにしたものと考

えられる。

ヽ

，

＼
∀
ハ

―
―
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議論が可能と思われ,こ の時変系に対する研究は,今後
1  子 7律①)=gmd Kつ ,デ①×0   螺題としか。
|    となる。すなわち,与えられた非線形系を17)式の形に変           文    献

形することは, 局所リアプノフ関数 7(■)をみつける  1)市 川, 計測自動制御学会論文集, 4,250/254,
|    ことを含んでいる。 従って,本論での 7(■)は ,従来    1969.

のリアプノフ関数の,ある種の拡張したものと考えられ  2)M.Hirai,Int,J.Control,13,1073/1081,1971.
|       る。 3)B,Z.Kaplan,Int.J.Non― Linear Mechanics,
3.前もって指定される超曲面の形には,若干の条件が    13,43/51,1978.
付加され,また,超曲面が複数の場合のお互いの関数形  4)T.Koga,et al.,Proc,o£ 1979 1SCAS,403/414,
の間には,ある種の拘束が必要であり,全 く任意ではな    1979.
いことは,理論およびその例題から明らかであろう。こ  5)K.Klotter,et al.,J.of Applied Mechanics,
れらの理由の1つ として,以下の事柄が挙げられる。す    31,321/324,1964.

|    なわち,任意の微分方程式系に対しては,必 らずその解  6)R.K.Jonnada,et al.,J.of Franklin lnst.,
|    の流れ (Flow)のパターンが状態空間に一意に決定さ    291,197209,1971,

れるが, 逆に, 任意な流れのパターンが与えられたと  7)J.E.Prussing,et al.,AIAA J.,14,320/326,

き,対応する微分方程式系が必ず存在するとは限らない    1976.
からである。このように, より広いクラスの力学系に対  8)斎 藤,力学系入門,朝倉書店,1972.
する理論が,数学の 1分野を成しているが

。)'1つ
,用語の  9)M.W.H irsch,et al,,Differential Equations,

定義等において,それらと必ずしも一致していないこと    Dynamical Systems,and Linear Algebra,Ac―

を付記しておく。                      ademic Press,1974.
4.本研究は,緒言に述べた順問題,すなわち,微分方  10)R.Liu,et al.,SIAM Control,4,678/685,
程式系が与えられたとき,本論の意味での極限集合を求    1966.
める問題に対して利用することが可能であり,実際,か   11)G,Sansone,et al,,Nonlinear Differential

なり満足すべき結果を得ているが,詳しくは続報で述べ    Equations,Pergamon Press,1964.

ることにしたい。また,本論は, 自律系,すなわち時不  12)J.P.LaSalle,ct al.,Stability by Lyapunov's
変系を対象としてきたが,7=7(■ ,チ)と しても同様な    Direct Method,Academic Press,1961.


