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l.は じめに

学校数学において取り扱われる数学的記号において,そのもっとも初期の段階から導入されるも
のの一つに,等号「=Jをあげることができる。もとより,数学教育において,各種の演算記号や
関係記号については,その各段階において,何らかの学習指導を介することで,学習者によって学
習される。等号「=」 についても,この例外ではないが, しかし,そのもっとも初期の段階で導入

される際の等号「=」 の認識が,後述のように,暗黙のうちにその変容を期待されることから,様々

な問題状況を生み出すという現象が観察される。

例えば,次のような事例に,そ うした問題状況の一端を垣間見ることができる。小学校第4学年
におけるある授業において,以下のような場面が観察された。授業において提示された問題は次の

通りである。

文房具店で,同 じ値段のノート6さ つを買いました。次にスーパーに |
行き,100円のジュースを買って,全部で940円使いました。ノート1さ |
つの値段はいくらでしょう。                    |

この問題に対して,あ る児童は,次のように板書した。
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□×6+100=940
=O+100=940
=O=940-100=840
=840=〇
=□×6

□×6=840

□=840■ 6

□=140

さらに,こ の児童の板書に対して,別の児童は,次のように発言している :「一つの式の中に『は』
(=)が 2つ以上あってはいけない。」
こうした現象の観察から指摘され得ることは,児童自力が,自 らの等号「=Jあるいはそれに付
随する相等性に関してその誤りを認識していない,換言すれば,自 らの抱える問題状況に対して無
意識である,と いう点である。

これまでに,そ うした問題状況の解決を意図して,様々な実践が試みられてきている (根本,
1971;平井,1972;久保田&浅井,1973)(1)。 しかし,こ うした優れた実践研究を適切に位置づけ
る基準が必要とされる。というのは,そ うした位置づけがなければ,各々の試みは, トピックとし
て単発的に行われたという評価しか受け得ず,研究の累積性,あるいは指導の系統性を伴わなくな
る。

以上のような問題意識の下に,本研究においては,次のような研究課題を設定し,こ れを解決す
ることを目的とする :学校数学における等号の認識の変容過程を捉える観点は, どのように設定さ

れるか。

この課題を解決するために,本研究においては,先ず,数学的表記一般の問題との関わりから,
等号「=」 に潜在的に含まれる問題を指摘し,続いて,等号「=Jの意味する相等性についての吟
味から,その固有の問題を指摘する。こうした問題を踏まえて,等号の認識の変容過程を捉える観
点を設定し,こ の観点の下に,その変容過程において予想されるいくつかの障害を指摘する。

2.学校数学における等号「=」 の扱いについての問題の所在

2.1 表記の問題との関わり

等号「=Jは ,数学における表記の一つである。数学教育における表記の問題について,広島大
学を中心とする一連の優れた研究成果がある。本節では,こ れらのうち,特に等号「=」 に関わり
があると思われる数学的表記の「多義性J,及び「縮合」についての研究から示唆を得る。
2.1.1 数学的表記の多義性
数学的表記の「多義性」は,「その語を提出する側と,それを提出される側の間の受け取り方の
ズレの生ずる可能性」 (岩合&板野,1964,p.35)に より生じる問題として顕在化する。すなわち,
「異なった実体に対して同じ表記が用いられる」(岩合&板野,1964,P,36)こ とによって生じる

問題である。
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例えば ,

(3+2)× 6=3× 6+2X6
という等式について,教師は,分配法則を児童に伝えたかったのに対して,児童は,等号「=」 の

左辺の計算結果は,右辺の計算結果と等しくなる, と捉えたとしよう。この場合,教師は,等号
「=」 を少なくとも《

=》
(左辺の計算は右辺のよ)に計算することと等しく,かつ,右辺の計算

は左辺のように計算することと等しい)と して提出している一方,児童は 《→》(左辺の計算は,

右辺のような計算を実行することでもとめられる)と してのみ受け取っているのである。これは,

両者の等号「=Jに対する解釈の違いであると同時に,等号「=」 に付与する定義の違いでもある。
いずれの定義も,前者が後者に比べ教育的に望ましいとされるにしても,誤 りではない。
こうした事情を受けて,岩合氏らは,「 この種の多義語では,発生から成長への過程を重視して

観察することが重要である」(岩合&板野,1964,p.36)と指摘している。すなわち,断片的な子
どもの認識の達成のみを問題とする以上に,そ うした認識の変容こそを問題とすることが指摘され

ているといえる。

以上,数学的表記の多義性の問題から,我々は,従って,学校数学における等号「=」 をその定

義 (意味)の進化 (変容)と して捉えることが要請される。

2.1.2 数学的表記の縮合
数学的表記の問題には,同時に数学的表記の「縮合Jの問題が含まれる。すなわち,上記のよう

に,等号「=」 において,その定義,換言すれば,児童の等号「=」 について有する認識が進化し

つつも,「 =」 という表記そのものは保存されるわけである。平林氏らは,この状況を次のように

説明している。「表記の縮合は,まずみかけの上での表記の短縮であり,略記である。しかし縮合

は単なる略記ではない,縮合された表記は,形態上は短縮しながらも,原表記のもっているあるも

のを保存し,その復元性が約束されていなければならない。J(平林&藤井,1965,p.1)

例えば,等式5+3=4+4は ,《左辺の自然数の和と右辺の自然数の和が等しい》ことを意味
し,このとき,その和は数値として一致する。このことは,数の範囲を拡張しても同様である。と

ころが,ベクトルに関する等式す+下=ごが与えられたとき,これは《左辺の2つのベクトルの和

は右辺のベクトルに等しい》ことを意味し,このとき,ベクトルげ+↑とベクトルごは,その方向

と大きさが一致することが要請され,空間上で必ずしも一致する⑫)ベクトルとして存在する必要は

ない。さらに,集合に関する等式A=Bは ,《 A⊂ BかつA⊃ B》 であることを意味する。
このような数学的表記の「縮合」の目的は,「文脈を浮立たせることにより,表記の理解と伝達

を容易にすることにある」(平林&藤井,1965,p.12)。 にもかかわらず,この縮合による問題は,

上記の「多義性Jの問題から示唆された等号「=Jの定義の進化の問題と関連して,等号「=」 に
よって結合される二者の対象としての変容を捉えることが要請される。まさに等号「=」 の定義は,

これによつて結合される二者がいかなる数学的汁象であるかに依存するといえる。

2.2 相等性との関わり

前節で示されたように,等号「=Jの認識については,その定義の進化,及び等号によって結合
される対象の変容という問題が指摘された。これらは,いわば形式的言語である数学的表記として

の等号「=」 についての吟味から得られたものである。一方,我々は,通常,等号「=」 で示され

る関係を「等しい」 (も しくは「相等しい」)と いった自然言語で表現する。一般に,相等性は,
「量もしくは数に関する二つの経験間に相違のないことを洞祭する意識。あるいは量ないし数一般
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において相違なしと考えられる概念J。)と 規定されるが,我々は,日 常的にこの「等しい」関係
を多様に用いている。これは,必ずしも「等しい」と言つた明確な表現を用いられるわけではない
が,例えば,FrcudenhЛ は,次のような例をあげている (Freudcla血江,1983,pp.478479);

AIalsterdaln is he capittt of the Nehcrlallds.

あるいは,

The capittt Of hc Neherlands is Amstcrdam.

すなわち,“is"が ,数学的表記としての等号「=」 と同様に用いられており,その「左辺」と「右
辺」に「同じもの (the salnc tting)Jが置かれているわけである。さらに,“is"に よって結ばれる

別の仕方として,次のような例があげられる ;

So∝ates ls a man.

あるいは,

Apcs Υe mammals.

前者の場合 Socrttcs∈ malaを意味 しているのに対 して,後者の場合 Apes⊂ manamЛsを意味 してい

る。

こうした状況は, 日本語においても同様に生じるのである。例えば, 4+3=7に対して,「よ
ん たす さん は なな ですJと表現したときと,「わたしのなまえ は まゆ です」とい
う両方の場合において,同 じ「.中 は,中 ですJと いう構文が用いられる。しかし,前者は,その左
辺と右辺を置き換えても成立する命題であるのに対して,後者の場合「まゆ」は必ずしも「わたし」
だけの名前ではない。にもかかわらず,同 じ構文を用いて音声言語として表現するとすれば,後者
が,《「わたしのなまえ」→「まゆ」》という関係を表現するのと同様に,前者が 《「 4+3」 →
「 7」》という関係のみを表現しているという可能性が残される。

上述のように,「オロ等性」は,一般には「量もしくは数に関する二つの経験間」について規定さ
れたものであるが,教育における子どもの発達を考慮するととき,そ うした経験の範囲を拡げて捉
えることも有用である。前節で指摘された,数学的表記の「多義性」,及び「縮合」の問題が,こ
うした言語活動によって展開される広義の「相等性」からの抽象と密接に関連するものであると見
るならば●),6),子 どもの有するそうした素朴な「相等性」が数学的表としての等号「=」 へと抽

象される過程,あるいは,こ れに及ぼす影響,について考慮していくことが必要とされる。このこ
とは,実際,子どもの有する「相等性」と数学的表記である等号「=」 との対応として,等号「=J
の認識の変容を捉えることを要請するものである。

.等号「=」 の認識の変容過程を捉える観点

前章で指摘された学校数学における等号「=」 に関わる問題を受けて,こ れの認識の変容を捉え
る観点として,以下の 3点を設定することが可能である :

(1)等号「=Jの定義の進化 ;

(2)等号「=」 で結合される姑象の変容 ;

(3)等号「=」 と「相等性」との対応。

(1)については,こ れまでにもよく指摘されてきており,
れてきたといってもよい。例えば,Freudenh江 (1983)1ま ,
は, しばしば定義の問題である。」(p.479)と 述べており,

むしろこの点にこそ多くの注意が払わ

「実際,数学における相等性 (cqu� ty)
また Sね cz‐Ludlow&Wttgalnutll(1998)
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の研究においても,教授実験の中での子どもたちの等号「=」 に付与する意味の変容を詳細に追跡
している。さらに,我が国においても,竹内氏 (1967)に よる研究において,相等関係の型として

等号「=」 の用いられ方の綿密な分類が行われている。

一方,(2)については,上の竹内氏の研究において等号の意味の分析の中で一部扱われているも
のの,こ れまであまり指摘されてこなかった観点であるといえる。この原因の一つには,子どもの

等号「=」 の認識の変容過程を,ある学年段階, もしくは,ある題材に限定してい)研究が進められ

る傾向にあったことがあげられ,前章でも指摘したように,等号「=」 の認識の変容過程をより縦

断的に追うことで,初めて対象の変容の問題が浮き彫りにされてくる。
さらに,(3)についても,等号「=」 に付与される定義もしくは意味として語られることはあっ

ても,子 どもの有する素朴な「相等性」との関わりでは,ほ とんど指摘を受けてこなかった観点で

あるといえる。実際,こ れまでの研究における相等性の扱いは,上述の一般的規定としてのそれで

あり,等号「=」 の認識と相等性との関係は同一のものとして扱われてきたと見ることができる。

本研究では,こ の概念の指示対象をよリー般的な範囲に拡げることで,等号「=」 の認識の変容を

捉える新たな観′点として提示することを試みるのである。

次に,以上のように設定された(1)～ (3)の観点間の関連について吟味する必要がある。先ず,等
号「=」 の定義は,等号「=Jで結合される対象が変容することを契機として進化する。例えば,
4+3=7と いう等式における等号「=Jの定義は,《左辺→右辺》で何ら支障はない。すなわち,
《左辺の式を計算した結果が右辺の値である》という認識である。しかし,一旦,等式7=4+3
に直面した子どもにとって,上の定義のままでは,こ の等式を解釈することができない。第二の等

式は,第一の等式と異なり,左辺と右辺に置かれる姑象 (式と値)が逆になっているわけである。
ここに新たに,《左辺←右辺》という定義力前日わるのである。すなわち,《左辺の値は右辺の式を計

算することで得られる》という認識である。しかし,教師は,さ らに子どもが第二の式をも《左辺
→右辺》と見ることができること,すなわち,《左辺の値は右辺のように加法形式で分解できる》
という認識を期待し,ま た,この第二の式が第一の式のようにも記述され得る, ということを期待

する。ここには,等号「=」 の定義の進化の観点が介在することは明白であるが,そのように進化
した定義を,子 どもが受け入れることが可能かどうかという点については,言及するものではない。

ここに,第三の観点である,等号「三」と子どもの有する「相等性Jの観点が必要とされるのであ
る。すなわち,等号「=」 の認識において,対象の変容を契機として (観点(1))進化した定義を

(観点(2))受け入れることが可能かどうかを評価する基準として子どもの有する「相等性」を

(観点(3))位置づけるのである。

以上の議論は,以下の図のように示される。

相
等
性
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4.等号「=」 の認識の変容過程において予想される障害

本章では,現行。)の小学校算数科の等号「=」 に関わる指導内容について,一社の教科書。)に基
づいて調査する中から,そ こで予想されるいくつかの障害。)を例示する。
先ず,前章で示されたように,等号「=」 で結合される対象についてその変容を捉え,続いてそ
れを契機とする定義の進化を記述し,こ れらが子どもの認識として受け入れられる基準として要請
される「相等性」を指摘する。

①□をつかった式

第 3学年において,こ れまでの数,式 を対象とする等号「=」 の用い方に加えて,等号「=」 の
左辺に国が登場する。このとき,

□+4=16
という式について,児童は,《「□にあてはまる数」と4を足した結果が16である》という認識の下
に,等号「=Jの定義は,それまでのもの,すなわち 《左辺の計算を実行すると右辺の数値が得ら
れる》から特にその進化を要請されるものではない。しかし,教科書の記述に従うならば,次のよ
うに展開されている :

□=16-4
□=12

といった式の系列においては,右辺のみが独自に計算され,上の回+4=16に ついては,子どもは
直接□の中に適当な数を当てはめていくことができるのに対し,後者の式の系列においては,子ど
もは国に対して直接何かを操作することができない。さらに,こ の点から,等号「=」 に付与する
定義についても,第一式においては 《「□にあてはまる数」は,16から4を引いた計算結果である》
のに対し,第二式においては 《「□にあてはまる数」は,12に等しい》という異なる認識が要請さ
れる。このことは,上の□+4=16に おいては,□ +4と いうひとまとまりの中での回として,特
に新たな対象であるという自覚を必要とせず,従って「相等性Jと してもそれまでと同様の基準を
満たすものであるのに対し,後者の式の系列では,一方で左辺は新しい対象としての□であり,他
方で右辺はこれまで扱ってきた数や式であり,こ れらの間に「相等性」を見ることを要請している
わけである。

しかしながら,実際,この′点に関しては,教科書の記述の仕方にも問題があるといわざるを得な
い。そもそも,「□をつかった式」を学習する意図は何か。これについて,杉山氏は,次のように
述べている。「ここに□があるのは,方程式の初歩を教えるためなのではなく, 1つ は,言葉で述
べられたことを素直に式表現することを通して式のよさを理解してもらうため,ま た,そのことを
通して加法と減法の関係を知ってもらうため,そ して,等号の理解を深めるために置かれているの
である。」(杉山,1999,p.21)筆者もこの意見に賛成する。□+4=16と いう式について,これを
中学校で学習するような「移項」に似た操作を施して,国の値をもとめるのでは,児童の等号「=J
についての認識は,こ れまでと同様に「は」の域を出ない (杉山,1999,p.22)。 例えば,□に9
や10を入れると16よ りも小さくなる,あるいは,15を入れると今度は16よ り大きくなる,さ らには,
問題文に示される数量の関係を口を用いて等式として表現する, といった活動を通してこそ,等号
「=」 が両辺の等しいことを示している。という認識が達成されることが期待されるのである。従つ

て,上述のような扱いは,等号「=」 に関する児童の有する障害を克服するどころか,む しろそう
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した障害の現出の傾向を強めているとさえいえる。

②あまりのある算の式

例えば,14■ 3=4… 2と いう式において,左辺がこれまでと同様の数や式であるのに対し,右
辺は単なる数でもまた式でもない新しい表記である。すなわち,等号「=Jに付与する定義として
単純に 《左辺の計算結果が右辺の数になる》とするわけにはいかず,等式の両辺に置かれる対象を

あたかも同じ数学的対象であると見る「相等性」が要請される。

③円周率

第 5学年で学習する円周率について,教科書においては「円周率は, くわしく求めると,
3.14159… …となりますが,ぶつう3.14を使います。」という記述の後に,「円周■直径=3.14」 と

示される。すなわち,これまで,等号「=」 の両辺に置かれる対象は「等しい」対象であったのに

対して,こ こにおいて等号「=」 に付与される定義は 《等しいとみなす》というものであり,同時

にそうした「相等性」が要請される。このことは,ま た等号「=」 の各辺に置かれる数の「……」

を用いた表示形式についても新たな要請を強いるものであり,Freuden血江 (1983,p.479)が π=
3.14159.… とπ=3.1415926.… について,3.14159.… =3.1415926._が何を意味するのか, という

指摘をするところの問題である。

④等しい比

第 6学年で学習する等しい比についての等式は,小学校段階における等号「=」 によって結合さ

れる対象の変容としてもっとも典型的なものであるといえる。

40: 50=三 120 : 150

という等式が提示されたとき,子どもは,その両辺に置かれる対象がこれまでの数や式とは全く異

なるものであることから,新たに等号「=Jの定義を対象に則したものに進化させる必要がある。
少なくとも,これまでの等号「=Jに付与する定義としては必ずしもそうでなくとも解釈が可能で
あったのに対し,こ こでは「相等性Jについて 《バランス》の認識が要請される。

5.お わ りに

本研究の研究課題は,「学校数学における等号の認識の変容過程を捉える観点は, どのように設

定されるか。」であった。これに対し,結論として,そのような観点として,

(1)等号「=Jの定義の進化
(2)等号「=Jで結合される対象の変容
(3)等号「=Jと 「相等性」との対応

の3つ を設定した。また,観点間の関連づけとして,等号「=」 によつて結合される対象の変容を

契機として,等号「=」 の定義が進化し,そ うした表記面における変容を評価するものとして,
「相等性」を位置づけた。

本研究は,その全体像の中で,未だその端緒についたばかりである。実際, 4.で扱ったことに
ついては,よ り組織的な分析が必要であるし,研究の趣旨から見て,小 。中・高あるいはそれ以上

の各段階を見通した分析が要請されるものである。
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言主

(1)EDWIARS教 育研究文献情報データベースによる検索 (表題 :等号 or内容の要約 :等号 or索引語 :

等号)の結果,こ れらを含む5件が該当した。
(2)「 ぴったり重なる」の意。

(3)哲学辞書 (1971,平凡社)の「相等性」の項による。
(4)平林氏らは,自然言語のような非形式的言語についても縮合の問題を指摘しており,このようなも
のについても,数学教育において無視できないものであることを指摘している。(平林&藤井,1965,
p.1)本節では,「オロ等性」に特に焦点を当てるため,こ の問題を縮合の問題には含めずに議論した。
(5)マ ックレーンは,次のように述べている ,「こういった形式的概念は主として未だ数学という明確
な形をとる前の「人間の文化的活動」とでも言うべきものから生まれてくる。このゆえに数学の創
生についてのわれわれの分析もまたそういった活動について触れていくことになる。」 (マ ックレー

ン, 1992,p.46)

(6)数多 くある方程式等に関する研究の一部もこうした中に取 り込むことが可能である。例えば,Pitte
&Maltln(1997)の 研究もそのようなものの一つである。

(7)平成元年 3月 告示の小学校学習指導要領。
(8)啓林館「新訂さんすうJ及び「新訂算数」 (平成 7年 1月  文部省検定済)。
(9)こ こでいう障害は,基本的には,筆者がこれまで研究を進めてきた認識論的障害 (溝日,1995a;
1995b)を 想定 している。以下概略を示す :認識論的障害は,そ もそもフランスの科学哲学者
GastOn Bachettdによって提起された科学史を記述する上で必要とされる概念である。教育において

これを議論するときには,一般に,子 どもの誤 り (朗or)の起源として,個体発生的起源,教授学
的起源,認識論的起源を考え,こ の第三の起源による障害を認識論的障害と呼ぶ。従って,認識論
的障害は,「活動のある領域においてはよく機能し,それゆえよく確立しているにもかかわらず,次
には,機能不全を起こし矛盾を導 くような他の文脈においては満足に作用 しない認識」と定義され
るものである。数学における認識論的障害は,数学的概念の本性自体に,ま たそのような数学的概
念が発達してきた文化的枠組みによることから,過去の数学者が経験 した困難と極めて類似 したも
のであることが指摘される。
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Abstract

The puttosc Of this paper is to resPOnd to the fo■ owing rescalch proble■ 1: how wc construct a framework for

students'conceptual change of the cqual symbol in school lnatllcmatics

ln conclusion,we consttuct such a fl・amework as follows:

(1)eVOluiOn ofthc dcinition oftlle equ』 symbOli

(2)chalage Oftlle ObiectS COnnected by hc cqual symbol

(3)a smdCnt's“ equalitytt which evaluates the equal symbol

ln omer to draw this conclusion,the rcscalch is conducted as fol10wsi flrst, discussing r/f¢ ¢?IP,ッοじα力

'and´

力¢

θοJrヶォαθヶテοη of rnathematical■ otation in students'knowing about the equal symbol,and then conttiving “ι?′αJr,ッ
′′
,

which is a student's naive conception that expands general concept of equahtyi sccond, for the relation of hese

cateBo�es,he dei� tion of tlle cqual symbol ellolves with charages of the obieCtS Connected by he equal symbol as a

tuming pOint,and a student's ``cqualityH is set up as evaluation to accept such a dcinition

Finally,some epistemological obstacles related to students'kno、 ving about the equal symbol expcctcd in present

elementary mathematics in Japan are illustratcd.


